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ВВЕДЕНИЕ 

 

Разработка эффективных методов определения химического состава и 

структуры вещества всегда была актуальной научной задачей, и успехи в этой 

области приобретают с развитием технологий все большее значение, так как 

изучение связей структура – свойство необходимо для решения всех 

практических задач по созданию новых материалов, мониторинга окружающей 

среды, синтеза веществ с заранее заданными функциями и т.д. Постоянно 

растущая сложность фундаментальных и практических задач делает развитие 

новых методов анализа неизменно важной частью современной химии. Хорошие 

перспективы при решении данной проблемы имеют методы компьютерной 

химии, которая охватывает не только квантово-химические расчеты, с помощью 

которых можно проводить расчеты электронной структуры и геометрии самых 

разнообразных химических систем, но и эмпирические и полуэмпирические 

методы расчета структуры и физико-химических свойств веществ. Компьютерные 

расчеты стали таким же инструментом исследования, как привычный химический 

эксперимент.  

Определение химического состава позволяет делать выводы о строении и 

связанных с ним свойствах веществ на уровне атомного разрешения. Многие 

свойства современных материалов, в частности, включающих биомакромолекулы, 

определяются надатомной организацией. Поэтому одинаково важны как 

разработка методов химического компонентного анализа, так и определения 

строения исследуемых образцов при разрешении от единиц до десятков 

нанометров. 

С другой стороны, современные материалы часто представляют собой 

системы, функции которых сохраняются в ограниченном диапазоне изменения 

внешних условий. Это требует применения неразрушающих физических методов 

исследований, таких, в частности, как спектроскопия в различных диапазонах 

длин волн излучения и малоугловое рассеяние рентгеновских лучей и нейтронов, 
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позволяющие исследовать вещество в естественном состоянии. Анализу данных, 

полученных с помощью таких методов, посвящена данная работа.  

В работе выбраны два неразрушающих метода, позволяющие 

характеризовать структуру как со стороны химических связей (спектроскопия), 

так и пространственного строения (малоугловое рентгеновское и нейтронное 

рассеяние). 

Специфика неразрушающих методов часто заключается в небольшом 

количестве экспериментально доступной информации об объектах исследований, 

которые, по существу, представляет собой физически или химически 

неразделяемые смеси. Компоненты многих таких систем существуют только в 

комбинации с другими составляющими и/или их невозможно выделить и 

охарактеризовать в чистом виде, без структурных и химических изменений. 

Единственный способ получения данных о чистых компонентах в этих случаях - 

компьютерная обработка результатов измерений с помощью алгоритмов анализа 

многомерных сигналов и построения физико-химических моделей объектов. 

Сложность возникающих на практике задач требует разработки алгоритмов и 

программ, как общего назначения, так и учитывающих особенности частных 

случаев, что делает эти исследования неизменно актуальными. 

Количественные методы спектроскопического анализа 

многокомпонентных смесей сложного состава являются широко используемым и 

активно развиваемым инструментом аналитической химии благодаря своей 

относительной простоте, доступности и информативности. Измеряемые 

физические характеристики сложных систем (спектры поглощения, испускания, 

флуоресценции, магнитного и парамагнитного резонансов, рассеяния 

электромагнитного излучения и элементарных частиц и т.д.) часто представляют 

собой сумму характеристик отдельных компонентов. Однако соединения, 

входящие в состав реальных систем, с которыми работают химики-аналитики, 

иногда невозможно выделить в изолированном и/или неизмененном виде. 

Химический анализ таких смесей, заключающийся в определении спектральных 

характеристик компонентов сложен, что делает разработку методов разделения и 
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поиск условий их эффективного применения чрезвычайно актуальной для 

аналитиков, работающих в различных областях.  

Как было отмечено, современное развитие аналитической химии и, в 

частности спектроскопии, невозможно представить без использования 

математических методов анализа экспериментальных данных. В настоящее время 

данное направление получило развитие в создании специализированной 

дисциплины, получившей название хемометрики (Chemometrics), или 

хемометрии. Одним из важных направлений хемометрики является анализ 

многофакторных данных в совокупности, без выделения предварительно одного 

или нескольких «главных» факторов или компонентов [1]. Хемометрические 

алгоритмы, разработка которых активно началась в 70-х гг. прошлого века, дали 

мощный толчок для развития спектроскопических методов анализа. Развитие 

вычислительной техники применительно к задачам аналитической химии привело 

к созданию автоматизированного оборудования и в связи с этим очень быстро и 

плодотворно разрабатываются численные методы, которые предлагают химикам-

аналитикам не только новые способы интерпретации данных, но и новые 

принципы постановки экспериментов. Построенные в результате решения 

обратных задач многомерные эмпирические модели компонентного состава 

смесей позволяют обнаружить новые связи или явления, так как учитывают 

существующие химические и структурные особенности объекта. 

Важным предметом исследований в этой области является создание и 

применение алгоритмов, предназначенных для численного разделения наборов 

спектров многокомпонентных смесей на спектры индивидуальных соединений. 

При этом получение данных о составляющих смесей не требует априорных 

знаний об исследуемой системе. По классификации аналитической спектроскопии 

такие методы являются безэталонными и "автомодельными" (self-modeling). 

Другими преимуществами таких методов являются быстрота анализа и 

относительная дешевизна, применимость не только в различных областях химии, 

но и в физических исследованиях, например, в исследовании примесей и дефектов 

в кристаллах, структуры вещества в разном агрегатном состоянии, в мониторинге 
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объектов окружающей среды. В ряде случаев хемометрические методы анализа 

спектроскопических данных предпочтительнее дорогостоящих 

хроматографических и масс-спектрометрических методов разделения, которые 

хотя и обладают большими возможностями, не всегда пригодны для 

исследования, например, равновесных систем и в случае дистанционного 

мониторинга.  

Если продолжить рассмотрение возможностей компьютерных методов 

спектроскопического анализа, то можно придти к выводу, что невозможно 

указать области исследований, в которой они не были бы применимы и 

востребованы в настоящее время. К настоящему времени для разделения 

аддитивных сигналов разработано и активно используется несколько программ, в 

некоторых из которых реализованы основные принципы, предложенные автором 

данной работы за несколько лет до появления этих программ.  

Область применения методов разделения аддитивных данных может быть 

весьма широкой. Под аддитивными данными можно подразумевать данные 

одновременных измерений различных характеристик объектов с помощью 

измерительных приборов или многоканальных датчиков, пропорционально 

регистрирующих физические или какие-либо другие параметры. "Спектр" при 

этом будет представлять набор таких измерений, представленный в виде 

зависимости "результат измерения - порядковый номер канала датчика".  

В кристаллографии можно указать такие задачи, как исследование 

спектральных характеристик примесей и различных поглощающих центров в 

кристаллах, причем варьируемыми параметрами при получении спектральных 

контуров могут быть концентрации центров, угол поворота поляризатора 

(анализатора) в спектрометре (если поляризация прошедшего или излученного 

света различна для разных центров) и т.п.  

Параметры, варьирование которых приводит к изменению относительных 

спектральных вкладов компонентов в смесях, могут быть самыми различными. В 

химии - это время и условия хроматографирования; pH среды, температура, 

концентрация исходных веществ и т.д. при исследовании равновесных 
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химических систем; условия жизнедеятельности биологических объектов; время и 

другие параметры при исследовании промежуточных продуктов многостадийных 

реакций; энергия возбуждения в люминесцентном анализе и фотоэлектронном 

эксперименте; ионная сила раствора и многое другое. В физических 

экспериментах на современных ярких источниках излучения, таких как 

синхротроны 4-го поколения и лазеры на свободных электронах получают наборы 

спектров, или данные рассеяния, снимаемые через определенные интервалы 

времени. Это позволяет исследовать временное изменение структуры образцов, в 

частности, путем математического выделения компонентов спектральных 

контуров. В этих экспериментах существует и серьезная проблема деградации 

образцов под воздействием высокоинтенсивного излучения, и методы 

компонентного анализа можно применять в таких случаях в управляющих 

программах, распознавая момент начала деградации, для которого будет 

характерен рост числа компонентов по мере поступления новых кадров 

измерений.  

Актуальность разработки новых методов анализа многокомпонентных 

данных определялась не всегда удовлетворительными характеристиками 

известных в то время машинных методов: небольшое допустимое число 

компонентов (как правило, не более 3-х), невозможность учета имеющейся 

дополнительной информации, отсутствие анализа единственности решения, его 

устойчивости к ошибкам в исходных данных и т.п. В данной работе сделана 

попытка упрощения математического аппарата алгоритмов поиска 

индивидуальных спектров и расширения возможностей метода до анализа смесей, 

состоящих их 7-10 и более компонентов, сделан акцент на простоту методов 

спектроскопического анализа и единый математический базис разработанных 

алгоритмов, основанный на сингулярном анализе матрицы экспериментальных 

данных. 

Исследование многокомпонентных систем включает и определение 

строения наноразмерных частиц, кластеров и макромолекул, свойства которых 

зависят не только от их состава, но и от пространственной организации на уровне 
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разрешения в единицы и десятки нанометров. Для исследования таких объектов 

как нельзя лучше подходит малоугловое рассеяние (МУР) рентгеновских лучей и 

нейтронов, так как эти методы не приводят к структурным и другим перестройкам 

в образцах во время измерений и позволяют изучать разориентированные, 

неупорядоченные системы. Кроме того, многие материалы представляют собой не 

полностью упорядоченные системы, что делает неприменимыми такие 

высокоинформативные методы, как, например, рентгеноструктурный анализ. 

Наиболее востребованные параметры, которые позволяет определять МУР – это 

распределения наночастиц по размерам в случае полидисперсных объектов и 

форма отдельных частиц и их компонентов в монодисперсном случае. Последний 

вариант особенно важен для изучении конформации биологических 

макромолекул, внешние условия существования которых весьма ограничены, а 

структура может претерпевать конформационные изменения в процессе 

подготовки образцов для электронной и зондовой микроскопии или при 

кристаллизации. Экспериментальные данные МУР от полидисперсных систем и 

биологических объектов в большинстве случаев можно рассматривать как 

спектры неразделяемых смесей. Компонентами, параметры которых необходимо 

определить, могут быть как сами наночастицы одного размера и формы, так и их 

составные части, например, домены в белковых комплексах. Некоторые 

методические подходы. развитые для спектроскопического анализа смесей, 

применимы в этом случае и для структурного анализа. 

Важнейшим фактором развития МУР стали компьютерные методики 

анализа данных рассеяния и построения структурных моделей. 

Экспериментальные данные МУР позволяют напрямую определять такие общие 

характеристические параметры исследуемых систем, как размер частиц, радиус 

инерции, объем и массу. Построение же трехмерных моделей представляет собой 

сложнейшую задачу из-за ограниченного количества информации, содержащейся 

в данных рассеяния. В сравнении с рентгенограммами монокристаллов, где 

измеряются трехмерные наборы рефлексов, МУР дает картины рассеяния, 

усредненные по ориентациям частиц, а для полидисперсных систем - и по 
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размерам рассеивающих объектов. Однозначное решение обратной задачи 

рассеяния, т.е. восстановление по экспериментальным данным трехмерной 

структуры объекта, в общем случае невозможно. Тем не менее в ряде работ 1970-

80-х гг. (обзор которых дан в [1]) было показано, что при определенных 

ограничениях трехмерные модели удается определять из данных МУР. Основной 

прогресс был достигнут в конце 1990-х годов, когда появились новые подходы к 

интерпретации данных рассеяния изотропными монодисперсными системами. 

Эти подходы, реализованные в виде компьютерных программ, доступных всему 

научному сообществу, получили широкое применение сначала в исследованиях 

биологических систем, а затем и для таких небиологических объектов, как 

металлические наночастицы.  

Основная проблема анализа данных МУР, как и спектроскопического 

анализа смесей, состоит в плохой обусловленности обратной задачи, то есть 

сильной зависимости решения от привлекаемых априорных данных, если таковые 

используются. Ситуация часто усложняется и тем, что целевая функция задачи 

может иметь несколько локальных минимумов, что приводит к зависимости 

решений от стартовых значений параметров моделей и от метода поиска 

минимума. Классические теоретические оценки дисперсии решений на практике 

малопригодны, так по большей части они представляют собой оценки сверху и не 

дают ответа на вопрос о надежности полученных параметров моделей.  

Среди доступного программного обеспечения можно найти очень 

небольшое число программ, обеспечивающих получение физически 

обоснованных решений. В известных программах. как правило, не проводится 

анализ задач на обусловленность и статистический анализ остатков, необходимый 

для обоснования результатов. Методы анализа должны обеспечивать оценку 

числа компонентов, их индивидуальных спектральных или структурных 

характеристик и позволять учитывать дополнительную информацию о решении. 

Должна быть обеспечена возможность идентификации компонентов в смесях по 

априори известным индивидуальным спектрам. При структурном анализе – 

определении формы компонентов составных наночастиц должна быть обеспечена 
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проверка на число составляющих по данным измерений малоуглового рассеяния. 

При анализе размерных параметров наночастиц в полидисперсных смесях должна 

быть обеспечена возможность учета различных формфакторов и эффективность 

поиска решения. Понятие эффективности означает, что методы должны 

обеспечивать получение физически значимого решения за разумное время счета. 

Для обеспечения наибольшей общности методов используемые статистические 

оценки качества решения должны быть основаны на критериях, свободных от 

параметров законов распределения случайных составляющих экспериментальных 

данных. 

Таким образом, важнейшая часть разработки методов анализа состава и 

структуры вещества заключается в оптимальной с точки зрения обусловленности 

задачи параметризации модели и обоснованном выборе метода минимизации 

целевых функций, а также в развитие способов оценки надежности получаемых 

решений. 

Целью данной работы Целью настоящей работы была разработка 

методов химического анализа многокомпонентных систем по 

спектроскопическим данным и определения структурных параметров наночастиц 

в моно- и многокомпонентных по данным рентгеновского и нейтронного 

малоуглового рассеяния. Важной частью была разработка способов оценивания 

устойчивости решений и рассмотрение вопросов практической реализации 

предложенных алгоритмов. 

Круг исследуемых объектов был ограничен системами, в которых можно 

было пренебречь эффектами взаимодействия компонентов, приводящими к 

зависимости их характеристик от относительного содержания в объекте 

исследований. Задача нахождения спектроскопических и структурных 

характеристик компонентов в таких случаях может быть сформулирована в 

терминах линейной алгебры. Принципиально нелинейной задача анализа 

аддитивных смесей становится при попытке учесть дополнительную информацию 

о решении, которую можно параметризовать в виде штрафных функций. В данной 

работе не рассматриваются методы анализа смесей сильно взаимодействующих 
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компонентов, так как взаимодействия и их влияние на экспериментальные данные 

невозможно формализовать универсальным способом. Для анализа таких систем 

необходимо разрабатывать индивидуальные алгоритмы. 

Объединяющей идеей работы было применение сингулярного анализа 

матрицы экспериментальных данных как при структурной интерпретации данных 

от многокомпонентных частиц так и при анализе спектров смесей.  

Диссертационная работа состоит из двух частей и приложения.  

Первая часть посвящена методам решения обратных задач анализа 

спектроскопических данных и данных малоуглового рассеяния рентгеновских 

лучей и нейтронов от многокомпонентных систем. Эта часть работы представляет 

собой продолжение и завершение исследований и разработок, описанных автором 

в кандидатской диссертации. Во второй части рассматриваются методы анализа 

данных малоуглового рассеяния от систем наночастиц. Разработанное 

программное обеспечение основано на единой библиотеке из более чем 500 

процедур, написанных на языке Фортран. 

Во второй части работы рассмотрены методы исследования размерных и 

структурных параметров наночастиц по данным малоуглового рассеяния. 

Рассмотрены вопросы однозначности определения формы молекул биополимеров 

по данным малоуглового рассеяния. Данным аспектом часто пренебрегают, тогда 

как это ключевой момент при интерпретации данных рассеяния. Рассмотрены 

подходы, связанные с использованием дополнительной информации и требований 

к решению, улучшающих стабильность решения, но ухудшающих 

обусловленность задачи (кажущийся парадокс). Обсуждаются результаты 

численного исследования устойчивости восстановления трехмерной функции 

формы по данным рассеяния, как в рамках оболочечной ортогональной модели, 

так и "шариковых" моделей. Рассматривается предложенный автором метод 

коррекции исходных данных при вариации контраста для многокомпонентных 

структур на примере структуры рибосомы E.coli., основанный на сингулярном 

анализе матрицы базисных функций рассеяния, а также коррекция (линеаризация) 

экспериментальных данных методом обратного восстановления по неполному 
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базису. Часть заканчивается рассмотрением методов анализа полидисперсных 

смесей наночастиц по данным малоуглового рассеяния. рассмотрены вопросы 

расчета вкладов компонентов при известных формфакторах, расчета 

интенсивности рассеяния от компонентов и моделирование распределений по 

размерам наночастиц в полидисперсных многокомпонентных системах в виде 

квазинепрерывного распределения при ограниченном числе формфакторов. 

В Приложении приведено перечисление основного программного 

обеспечения для решения задач анализа смесей и данных малоуглового рассеяния. 

Рассмотрены особенности реализации базового диалогового пакета программ 

оптимизации и способы повышения работы алгоритмов минимизации 

нелинейных целевых функционалов. Приведено описание организации программ 

для анализа наборов аддитивных спектров смесей, программы для поиска 

оболочечной модели наночастиц по данным малоуглового рассеяния, 

модификации программ анализа данных малоуглового рассеяния от 

многокомпонентных структур и расчета распределений по размерам частиц по 

данным малоуглового рассеяния. 

Научная новизна. Разработаны методы спектроскопического 

компонентного анализа смесей химических соединений различной природы, 

позволяющие проводить исследование образцов с произвольным числом 

компонентов, которое ограничивается только уровнем шумов измерений. Новизна 

методов заключается также в разработанных приемах оценки стабильности и 

достоверности получаемых результатов. Развитые методы позволяют достаточно 

просто проводить компонентный анализ как с привлечением дополнительной 

спектроскопической или другой информации, так и в условиях отсутствия 

априорных сведений об изучаемой системе. Данные методы применены для 

выделения  индивидуальных спектров в смесях органических и неорганических 

соединений, а также впервые использованы для коррекции интенсивности в 

наборах данных измерений малоуглового рассеяния и определения числа 

рассеивающих компонентов.  

Разработанные с непосредственным участием автора методы анализа 
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данных малоуглового рассеяния развиты в части повышения стабильности 

результатов и эффективности поиска формы частиц в монодисперсных образцах и 

распределений по размерам в полидисперсных системах. Методы применены для 

изучения морфология макромолекул ряда белков и биологических комплексов, 

которые не поддаются исследованиям другими методами. Определены размерные 

параметры наночастиц и неоднородностей в системах различной природы. 

Новизна полученных результатов подтверждается высокими индексами 

цитирования работ с участием автора.  

Полученные результаты перечислены ниже. 

1. Разработаны алгоритмы и программы решения обратных задач анализа 

наборов аддитивных неотрицательных спектров смесей, основанные на 

сингулярном разложении матрицы данных. Разработанные алгоритмы включают 

оценку числа независимых компонентов в смесях, определение контуров 

индивидуальных спектров и способы исследования устойчивости решений. 

Показана возможность анализа систем с числом априори неизвестных 

компонентов более 3-х, в зависимости от качества экспериментальных данных. 

Разработанные подходы реализованы в виде компьютерных программ и 

применены для анализа ИК спектров смесей органических соединений, 

колебательных спектров жидкой воды, анализа серий измерений интенсивности 

малоуглового рентгеновского рассеяния.  

2. Разработанные способы разложения аддитивных спектров впервые 

применены, в частности, для анализа и коррекции данных малоуглового 

нейтронного рассеяния с вариацией контраста, по которым были определены 

структурные модели селективно дейтерированных частиц рибосомы 70S E-Coli и 

30S Thermus Thermophilus.  

3. С помощью модельных расчетов проведен анализ единственности и 

устойчивости решения задач поиска формы частиц в монодисперсных системах 

по данным малоуглового рентгеновского рассеяния. Определены параметры 

анизометрии простых геометрических форм, являющиеся пограничными для 

устойчивых решений.  
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5. Программа поиска шариковых моделей частиц по данным малоуглового 

рассеяния модифицирована способами автоматического определения 

оптимальных значений параметров и режимов алгоритма поиска, что позволило 

уменьшить время расчетов в 3-5 раз и уменьшить разброс решений. С помощью 

разработанного программного обеспечения по данным малоуглового рассеяния от 

раствора определены формы молекул иммуноглобулина М и ревматоидного 

фактора человека. Показано, что различие между макромолекулами состоит в 

меньшей заселенности периферийных участков молекул ревматоидных факторов. 

Выдвинута гипотеза о вероятной большей гибкости периферийных фрагментов 

ревматоидного фактора, что независимо подтверждено другими методами 

исследований.  

6. Разработана модифицированная схема поиска размерных распределений 

частиц по данным малоуглового рассеяния с повышенной устойчивостью 

решений. Повышение устойчивости достигнуто путем расчета невязки между 

экспериментальными и модельными интенсивностями рассеяния на 

неравномерной угловой сетке с определением шага сетки из оценок 

максимального и минимального радиусов инерции частиц в системе. Проведен 

анализ ряда систем с наночастицами – металлических катализаторов на 

органических и углеродных носителях, органико-неорганических композитов, 

полимерных систем. 

Практическая значимость работы определяется актуальностью 

поставленных задач, универсальностью разработанных методов 

спектроскопического анализа смесей и структурного анализа данных рассеяния от 

систем наночастиц. Эффективность методов продемонстрирована на примере 

решения задач из разных областей химического и структурного анализа сложных 

объектов. Отметим основные применения разработанных методов. 

1. Качественный и количественный спектральный анализ неразделяемых 

смесей любых сложных объектов по набору аддитивных неотрицательных данных 

измерений физических характеристик – спектров различной природы 
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(поглощения, испускания, люминесценции, ядерного магнитного резонанса и т.д.) 

и интенсивности малоуглового рентгеновского и нейтронного рассеяния.  

2. Анализ измерений смесей с целью определения числа компонентов и 

коррекции экспериментальных данных с целью приведения их в соответствие с 

физической моделью объекта и проверки адекватности самой модели. 

3. Структурный анализ смесей наночастиц по данным малоуглового 

рентгеновского и нейтронного рассеяния.  

4. Определение формы наночастиц в разбавленных системах, в частности, 

анализ строения белковых макромолекул, как в рамках однофазных, так и 

многофазных моделей. 

Предложенные в работе методы анализа смесей и строения наночастиц 

реализованы в ряде компьютерных программ и программных комплексов, 

входящих в систему ATSAS [А39], которая использовалась на момент написания 

работы более чем в 2000 лабораторий и находящийся в свободном доступе (URL: 

http://www.embl-hamburg.de/research/unit/svergun/index.html). 

С учетом проведенных разработок подготовлен и выпущен Национальный 

стандарт Российской федерации (ГОСТ Р 8.698–2010 Государственная система 

обеспечения единства измерений. Размерные параметры наночастиц и  тонких 

пленок. Методика выполнения измерений с помощью малоуглового 

рентгеновского дифрактометра. –М. : Стандартинформ, 2010.– 41 с.). Выпущено 

методическое пособие "Определение формы частиц по данным малоуглового 

рентгеновского и нейтронного рассеяния" (URL: http://nano.msu.ru/files/systems/ 

4_2010/practical/41_full.pdf).  

Основной вклад в работу по анализу спектров неразделяемых смесей, 

выполненные с соавторами, сделан лично автором. Ему принадлежит постановка 

задачи поиска спектров компонентов при отсутствии дополнительной 

информации, использование сингулярного анализа матрицы данных и схемы 

оценки числа компонентов. Автор разработал все алгоритмы и программы, 

касающиеся анализа спектров смесей, базовые комплексы программ нелинейной 

оптимизации, разработаны головные модули и ряд библиотечных программ 



 18

анализа полидисперсных смесей наночастиц и формы частиц в монодисперсных 

системах. 

Соавторы принимали непосредственное участие в разработке 

идеологической составляющей схем анализа смешанных спектров и проведении 

численных расчетов. Базовые схемы поиска формы частиц в монодисперсных 

системах и распределений частиц по размерам принадлежат соавторам, автору 

принадлежит численная реализация с использованием высокоэффективных 

методов оптимизации и применение разработанных им методов оценки числа 

компонентов в наборах данных рассеяния. Автор принимал активное участие в 

проведении экспериментальных исследований, разработке части методик 

измерений и интерпретации данных, в обработке результатов экспериментов. 

Публикация и апробация работы. Работа проводилась с 1977 года в 

Институте кристаллографии АН СССР и во Всесоюзном научно-

исследовательском институте водоснабжения и гидротехнических сооружений 

ВНИИ ВОДГЕО. Всего в области анализа спектров смесей и данных 

малоуглового рентгеновского рассеяния опубликовано 86 работ, в данной 

диссертации использовано 63, из них 20 изложены более подробно. Результаты 

неоднократно докладывались на российских и международных научных 

конференциях [Т1 – Т80]. 

Основные положения, выносимые на защиту. 

1. Алгоритмы анализа наборов аддитивных неотрицательных спектров 

смесей, основанные на сингулярном разложении матрицы данных, линейных 

преобразованиях спектральных контуров и статистическом анализе результатов, в 

том числе: 

 — методы оценки числа компонентов, основанные на статистических 

критериях автокорреляции элементов сингулярных векторов матрицы 

спектроскопических данных; 

 — метод расчета спектров компонентов и их относительных 

концентраций в отсутствие дополнительной информации о задаче при условиях 

максимального различия и простоты контуров индивидуальных спектров; 
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 2. Применение разработанных алгоритмов и методов анализа спектров для 

коррекции наборов данных малоуглового нейтронного рассеяния с вариацией 

контраста.  

3. Выявление степени однозначности и устойчивости решения задач 

поиска формы частиц в монодисперсных системах по данным малоуглового 

рентгеновского рассеяния с помощью модифицированных методов сферических 

гармоник и шариковых моделей.  

4. Результаты исследования морфологии по данным малоуглового 

рассеяния от раствора макромолекул иммуноглобулина М и ревматоидного 

фактора человека с анализом стабильности решений.  

5. Метод поиска размерных распределений частиц в полидисперсных 

смесях по данным малоуглового рассеяния при заданных формфакторах 

компонентов, отличающийся улучшенной стабильностью решений в случае 

широких распределений. Результаты анализа дисперсности ряда систем с 

наночастицами различной природы. 
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Часть 1 

Компьютерный спектроскопический анализ  

многокомпонентных систем 

 

1.1 Литературный обзор 

 

Существующее множество методов численного разделения спектров 

смесей на спектры компонентов можно разделить на две группы, различающиеся 

качеством получаемого решения. Одна группа позволяет найти единственный 

набор спектров компонентов, совпадающих, при отсутствии ошибок в исходных 

данных, с истинными. С помощью других методов можно найти лишь 

приближенные контуры индивидуальных спектров, удовлетворяющие тем или 

иным критериям их предпочтительности перед другими формально допустимыми 

решениями задачи. Разумеется, применимость тех или иных способов разложения 

на индивидуальные спектры определяется характером используемой информации, 

которую, в свою очередь, также можно разделить на две группы. Основной 

исходной информацией, как уже упоминалось ранее, будем называть матрицу 

спектроскопических данных. Любые другие сведения о задаче - дополнительной 

информацией, которая может касаться относительных концентраций компонентов 

в смесях, формы индивидуальных спектров, наличия тех или иных известных 

компонентов и т.д. 

Задача численного разложения спектральных контуров на спектры 

компонентов возникает на практике довольно часто. Развитие компьютерных 

методов анализа данных привело к появлению специальной области химии - 

хемометрии, или вычислительной химии, которая включает в себя специальный 

раздел, касающийся анализа сложных смесей по их молекулярным спектрам [1-3]. 

Будем называть спектры смесей, отличающиеся только относительным вкладом 

компонентов родственными смесями, спектрами или контурами. 
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Большая группа работ посвящена анализу смесей химических соединений 

путем численного анализа молекулярных спектров. Это ультрафиолетовые, 

видимые, инфракрасные, ЯМР, ЭПР, КР, фотоэлектронные и масс-спектры, 

которые несут информацию о химической структуре компонентов смесей [4]. 

Имеются работы по разложению контуров неразрешенных хроматограмм, причем 

разложению подвергаются как наборы контуров хроматограмм родственных 

смесей, так и наборы молекулярных спектров смесей-фракций, соответствующих 

одной хроматограмме. Математической обработке подвергают не только 

"одномерные" (когда спектр представляет собой зависимость интенсивности 

измеряемой характеристики от одного параметра, например, длины волны 

проходящего через образец света), но и "многомерные" данные, например, 

матрицы спектров испускания/возбуждения в многомерном анализе [5], 

дополняемые также хроматографическими данными [6] ("трехмерные" данные). 

Вообще говоря, разложению можно подвергать не только спектроскопические и 

хроматографические контуры, но и любые другие кривые, для которых 

выполняются условия аддитивности, например, электрохимические данные и 

кривые титрования [2,4], а также матрицы изображений.  

В кристаллографии и физике можно указать такие задачи, как 

исследование спектральных характеристик примесей и различных поглощающих 

центров в кристаллах, причем варьируемыми параметрами при получении 

родственных спектральных контуров могут быть концентрации центров, угол 

поворота поляризатора (анализатора) в спектрометре (если поляризация 

прошедшего или излученного света различна для разных центров) и т.п. Под 

аддитивными спектрами смесей можно также подразумевать данные 

одновременных измерений различных характеристик объектов с помощью 

измерительных приборов или многоканальных датчиков, пропорционально 

регистрирующих физические или какие-либо другие параметры. "Спектр" при 

этом будет представлять набор таких одновременных измерений, представленный 

в виде зависимости "результат измерения - порядковый номер канала датчика". В 

литературе можно найти много десятков работ и целые книги, посвященные 
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выделению компонентов в задачах анализа фотографических изображений и 

распознаванию образов на постороннем фоне. 

Актуальность диссертационной  работы определялась отсутствием многих 

методов анализа данных малоуглового рассеяния и неудовлетворительными 

характеристиками известных, на момент начала работы, методов 

спектроскопического анализа смесей: небольшое допустимое число компонентов 

(как правило, 2-3), сложность учета дополнительной информации, отсутствие 

анализа единственности решения, его устойчивости к ошибкам в исходных 

данных и т.п. 

Даже наиболее простой случай разложения одного суммарного спектра на 

составляющие, для которых известны их число и форма (как это сделано, 

например, в [4,7,8]) или другие характеристики (например, моменты [9]), 

обеспечивающие единственность решения, требует применения критериев 

качества решения, которые не ограничивались бы расчетом значения хи-квадрат, 

а позволяли бы более детально оценивать надежность получаемых результатов. 

Больший практический интерес представляет случай, когда спектроскопические 

характеристики компонентов неизвестны. Единственный спектр смеси можно 

разложить при этом на множество различных наборов индивидуальных спектров, 

даже если известно число последних. Новые возможности открываются в том 

случае, если вместо одного исходного спектра использовать набор спектров 

смесей различного количественного состава. Основным требованием к исходным 

спектрам, кроме неотрицательности, является их аддитивность, т.е. форма 

спектров компонентов не должна зависеть от их относительной концентрации и 

от каких-либо других параметров, варьируемых при получении спектров смесей. 

Например, в случае ИК-спектров органических соединений молекулы 

компонентов не должны образовывать между собой химические связи, которые 

приводили бы к сдвигам частот спектральных полос и изменению их формы 

[10,11]. 
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Задача разложения набора смешанных спектров в данной постановке 

также не имеет единственного решения, поэтому для получения спектров 

компонентов необходимо привлекать дополнительные требования к решению, 

которые мы будем называть дополнительной информацией. 

В настоящее время техника разделения смешанных аддитивных сигналов 

развита уже довольно хорошо. Данной проблеме, например, посвящен сайт (URL 

http://en.wikipedia.org/wiki/Independent_component_analysis), написано много 

десятков книг и пособий, среди которых можно указать [10-14]. Приблизительный 

подсчет показывает, что число публикаций превышает несколько десятков тысяч. 

Поэтому подробный обзор даже основных публикаций занял бы слишком много 

места. Ограничимся основными положениями, на которых основаны методы 

выделения индивидуальных контуров в случае анализа аддитивных смесей, и 

рассмотрим основные моменты, которые наиболее близки к данной работе.  

1). Аддитивная модель основана на предположении, что форма контуров 

компонентов (в общем случае, форма сигналов или пространственных моделей) 

не меняется при изменении их относительного содержания в смесях. Более 

подробно это положение будет рассмотрено в главе, посвященной 

единственности решения задачи разложения. 

2). Основной успех методам разделения обеспечило применение 

критериев различия искомых компонентов, что оказалось ключевым моментом в 

развитии алгоритмов и программ анализа. 

3). Многочисленные алгоритмы компонентного (факторного) анализа и 

родственные ему используют статистические критерии, обеспечивающие поиск 

решения, как можно более освобожденного от случайных составляющих. Данный 

класс методов, как видно из публикаций, применим к ограниченному числу задач 

и менее универсален по сравнению с методами, основанными на максимальном 

различии. 
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Большинство методов основано на построении линейных комбинаций или 

исходных смешанных контуров, или комбинаций собственных векторов матрицы, 

составленной из экспериментальных данных.  

Из наиболее универсальных методов, которые позволяют разделять 

наборы смешанных сигналов, можно отметить следующие.  

Independent Component Analysis (ICA) [14]. Основными 

предположениями, используемыми в данном методе, являются независимость 

компонентов и отличие их распределения от нормального. Поиск независимых 

компонентов, как линейных комбинаций наблюдаемых величин, сводится к 

определению статистически независимых величин, распределение которых 

максимально далеко от нормального. Реализации метода отличаются способами 

оценивания степени близости распределения случайной величины к нормальному. 

В некотором смысле такие критерии родственны критериям максимального 

различия компонентов, не использующим статистические оценки. Родственным 

данному подходу является Blind signal separation (BSS) [15], метод обработки 

массивов составных данных, направленный на восстановление малозаметных 

сигналов. В данном методе также используют только предположения о взаимной 

независимости сигналов – компонентов.  

Естественно, что использование дополнительной информации позволяет 

значительно улучшить качество и надежность результатов анализа смесей. Один 

из таких подходов к проблеме объединяет хемометрический подход (soft 

modeling) с содержательным кинетическим описанием процессов (hard modeling). 

Он рассмотрен в отдельном пособии "Кинетическое моделирование спектральных 

данных" (URL http://rcs.chemometrics.ru/Tutorials/grey.htm).  

Стали уже традиционными методы автомодельного разделения кривых 

(self-modeling) - RADICAL, SIMPLISMA [16], MCR-ALS [17], и относительно 

недавно были предложен алгоритмы, реализующие методы независимых 

компонент - MILCA, (Mutual Information Least Dependent Component Analysis 

[18,19]) и SNICA (Stochastic Non-Negative Independent Component Analysis [20]). 
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Методы независимых компонент во многих случаях превосходят 

хемометрические методы и, таким образом, представляют арсенал 

высокоэффективных, производительных и доступных алгоритмов для анализа 

разнообразных объектов, где другие методы анализа малопроизводительны или в 

принципе неприменимы. К настоящему времени алгоритмы MILCA и SNICA 

успешно апробированы для многокомпонентного анализа сложных объектов. В их 

числе определение жиро- и водорастворимых витаминов (в одном аналитическом 

цикле) и неорганических соединений в поливитаминных препаратах, определение 

ароматических (в том числе полициклических) и серосодержащих соединений в 

различных видах топлив и фракциях бензина, а также различных объектах 

окружающей среды. Предложенные методы, таким образом, представляют собой 

мощный инструмент для улучшения производительности и надежности 

определения различных соединений на производстве и в аналитических 

лабораториях. Следует отметить, что программное обеспечение, реализующее 

алгоритмы MILCA и SNICA, доступно для пользователей. По вопросам, 

касающимся анализу многомерных данных, подготовлены подробные Интернет-

ресурсы, в том числе и учебные (URL http://www.ihes.fr/~zinovyev/#books,  

http://pca.narod.ru/,  http://rcs.chph.ras.ru/Tutorials/). 

Цель автомодельного разделения кривых заключается в том, чтобы, имея 

экспериментальную информацию о многокомпонентной системе, выделить 

реальное поглощение каждого компонента без использования физико-химической 

модели или априорной информации о системе. Как максимально эффективно и 

надежно достичь этого — остается задачей исследований в области разделения 

многомерных сигналов до настоящего времени. К преимуществам методов 

относится их «слепой» характер, применимость ко многим типам 

спектроскопического эксперимента, а также экспрессность и достаточная для 

практики точность. 

Хемометрические методы анализа группы Self Modeling представляют для 

практики особенный интерес. Это связано с тем, что условия, обеспечивающие 

получение точного решения, строго говоря, невыполнимы в реальном 
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эксперименте из-за наличия трудно контролируемых вкладов в ошибки 

измерений. Здесь мы рассмотрим такие методы, которые, будучи применены к 

невозмущенным данным, позволяют найти точное решение в случае строгого 

выполнения условий частичной неперекрытости индивидуальных спектров (более 

подробно особенности таких случаев будут рассмотрены далее в разделе, 

посвященном оценкам числа компонентов). Как уже ранее нами отмечалось, при 

этом для получения единственного решения необходимо привлекать 

дополнительную информацию. В большинстве методов используют требования 

неотрицательности спектров компонентов и соответствующих им относительных 

концентраций. 

Для унификации рассмотрения методов разложения введем основные 

обозначения. Пусть контуры спектров представлены на некоторой сетке из N 

значений абсциссы i = 1,...,N (в дальнейшем абсолютные значения и единицы 

измерений шкалы абсцисс нас интересовать не будут, данные полагаются 

безразмерными). Обозначим векторы-спектры смесей dj, j = 1,2,..., M (M – число 

смесей в исследуемом наборе), спектры компонентов - xk, k = 1,2,..., K (K – число 

компонентов). Условия аддитивности означают, что каждый из спектров смесей 

должен быть линейной комбинацией спектров компонентов (влияние различных 

шумов мы сейчас рассматривать не будем): 

 



K

k
kjikij cxd

1

, (01) 

где xik - относительный спектральный вклад k-го компонента в j-й спектр смеси с 

весом (концентрацией) ckj. Индекс i обозначает порядковый номер точки в 

спектре. В матричной форме соотношение линейности записывается в виде 

  D = X C , (02) 

где D – N x M матрица спектров смесей, X - N x K матрица спектров компонентов, 

C – K x M матрица относительных концентраций. 

Наиболее распространенным является подход Self Modeling, впервые 

предложенный в [71] для разложения двухкомпонентных смесей. Self Modeling 
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основан на представлении спектров компонентов xik в виде линейной комбинации 

собственных векторов u матрицы вторых моментов (ковариационной матрицы)  

  TT UUDD  ,  (03) 

Λ – диагональная матрица собственных значений, упорядоченных в порядке 

убывания:: 

    (04) 
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где yjk – неизвестные коэффициенты, индекс i относится к номеру точки в спектре, 

k – – индекс компонента, j – индекс собственного вектора.  

В методах Self Modeling рассматривают коэффициенты возможных 

линейных комбинаций yjk для формально допустимых спектров компонентов при 

условии неотрицательности элементов матриц X и С. В [21] показано, что при 

выполнении условий неперекрытости (типа условий Аленцева-Фока [22-24]) 

наиболее удаленные друг от друга векторы линейных комбинаций соответствуют 

истинным спектрам компонентов. В наших обозначениях, на Рисунке 1.1 (см. 

раздел 1.2) зонам допустимых решений в пространстве спектров (а не 

концентраций) соответствуют области AOB и COD. OA и OD векторы 

соответствуют требованиям неотрицательности спектров и соблюдения условий 

Аленцева-Фока. 

В [25,26] техника Self Modeling модифицирована для обработки 

трехкомпонентных смесей. Зоны допустимых решений (т.е. коэффициентов 

линейных комбинаций) находят с помощью случайного поиска [27] или довольно 

сложной логикогеометрической процедуры анализа условий неотрицательности. 

Последняя процедура состоит из ряда последовательных шагов. Вначале строят 

симплекс ограничений на величину коэффициентов для условия 

неотрицательности спектров. Затем строят аналогичный многоугольник для 

условий неотрицательности концентраций. При этом первый симплекс включает в 

себя второй. Пространство между ними представляет собой зону допустимых 

линейных комбинаций собственных векторов U, дающих спектры компонентов. 

Однако, в этом пространстве также оказываются запрещенные зоны, связанные с 
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невыполнением условий аддитивности спектров смесей. На третьем этапе, 

наиболее сложном, эти зоны отсеиваются с помощью специальных 

геометрических пост оени  и,  результате р шением я ляются три 

непересекающиеся области, в каждо  из них может находиться по одному 

вектору, соответствующему одному из спектров компонентов. Авторы [26] 

отмечают, что для четырех и более компонентов алгоритм существенно 

усложняется и ими не разрабатывался. 

Аналогичный метод получения

р й в , е в

 й

 

 спектров компонентов путем линейных 

комбин

о р

в  K к м

у

 р о у , 

 

трицательности являются основополагающими в методах 

факторного анализа, широко использующегося при разложении спектров смесей 

аций векторов U предложен в [28]. Для отбора решений помимо уже 

рассмотренных требований неотрицательности, которые, как отмечается, лишь 

сужают зоны неопределенности, предложено использовать дополнительный 

критерий - максимального различия спектров компонентов. Последнее 

требование непосредственно относится к ф рме спект альных контуров, поэтому 

рассмотрение ведется не в пространстве концентраций, а в пространстве спектров. 

Первый шаг алгоритма, как обычно, заключается в оценке числа компонентов и 

получение матрицы собственных векторов (в наших обозначениях U). Затем 

коэффициенты линейных комбинаций нормируют по первому элементу, чтобы 

спектры возможных компонентов были нормированы так, чтобы концы 

соответствующих им векторов образо ывали -1 - мерный симпле с в N - ерном 

пространстве спектров. С помощью техники линейного программирования 

подбирают такие коэффициенты линейных комбинаций, которые при соблюдении 

условий неотрицательности дают симплекс максимального объема, что 

соответствует максимальном  различию индивидуальных спектров. Объем 

симплекса рассчитывают как определитель матрицы, составленной из 

полученных векторов-спект ов к мпонентов. Авторы [28] казывают, что в 

отличие от техники Self Modeling их метод применим к задачам любой 

размерности по числу компонентов, однако примеров с K > 3 в литературе 

приведено не было. 

Условия нео
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[1,29] и также базирующегося на построении возможных линейных комбинаций 

собственных векторов. В [29] сформулированы основные положения техники 

факторного анализа. Во-первых, спектры смесей центрируют, т.е. преобразуют 

следующим образом:  






 iijij ddd ' ,ˆ

M

l

il
i M

d
d

1

ˆ
 

и, при необходимости, взвешивают для выравнивания вкладов 

экспериментальных ошибок: 

, iiij dd  ˆ''

где i - вектор весов. Центрирование уменьшает число линейно независимых 

переменных на 1, что легко восстанавливается братным преобразованием. Далее, 

за исключением того, что вопрос неединственности решения не 

обсужд

рицы Cmod 

 о

спектры смесей нормируют к единичной площади под спектральным контуром 

("Unit I" - спектры). Для таких данных авторы [29] сформулировали симплекс-

теорему, утверждающую, что концы векторов-спектров компонентов должны 

лежать внутри симплекса, построенного в N - мерном пространстве спектров и 

имеющем размерность K-1, т.е. позволяет уменьшить размерность задачи еще на 

1. Рассмотрение неотрицательности концентраций приводит авторов [29] к 

выводу, что допустимые решения лежат вне некоторого второго симплекса, 

построенного внутри первого, т.е. к выводу, аналогичному сделанному в [28]. В 

нашей трактовке на Рисунке 1.1 первому симплексу соответствует отрезок AD, 

второму - BC, зоны допустимых решений для двух компонентов - соответственно 

отрезки AB и CD. 

Практически аналогичное применение факторного анализа рассмотрено 

также в [25,40-41] 

ается, хотя это имеет, как мы видим, принципиальное значение. 

В [31] предложено два метода поиска матрицы X. Первый из них 

заключается в итерационном подборе элементов концентрационной мат
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с помощ

,

о

р к  м

, что обеспечивает 

успешн  

т и а 

д  ik 

ью программы нелинейной оптимизации, минимизирующей отклонение 

рассчитанной по уравнению (2) матрицы Dmod от экспериментальной, при 

условиях неотрицательности D, X и C. Легко видеть, что этот способ может лишь 

дать решение  произвольным образом попадающее в допустимые зоны, и 

соответствующая неоднозначность решений пропорциональна ширине этих зон. 

Другой метод, названный авторами альтернативным, осн ван на итерационном 

нахождении элементов абстрактной концентрационной матрицы, вначале 

назначаемой исследователем. Один шаг процедуры состоит из вычисления 

методом неот ицательных наименьших вадратов матрицы X и, тем же етодом, 

соответствующей матрицы C. Его повторяют до сходимости, когда элементы X и 

C перестают изменяться от шага к шагу. Результирующую матрицу X и 

принимают за решение. Данный метод также не гарантирует сходимость решения 

к истинному, а численная процедура неоправданно усложнена. 

В ряде работ для получения единственного решения привлекают 

дополнительные требования к форме индивидуальных спектров

ую работу современных программных пакетов, например уже 

упоминавшихся MILCA и SNICA. Так, авторы [34,35] предлагают дополнить Self 

Modeling ребован ем минимум информационной энтропии спектров 

компонентов (см. также [36,37]), которая вычисляется в предположении, что 

абсолютное значение первой произво ной спектрального контура p означает 

функцию плотности вероятности, и тогда энтропия k-го спектра равна: 

  



N

ikikk ppH 2log .  (0
i 1

5) 

одразумевается, что производная берется от ра, нормированного к 

единичной площади под кривой. Численная процедура поиска спектра 

щ

р  

в и ,

П  спект

компонента [38] заключается в подборе с помо ью программы одномерной 

минимизации (т.к. азложению в этих работах подвергались только 

двухкомпонентные смеси) одного из коэффициентов линейной комбинации yjk 

собственных векторо в (03) (при ф ксированном значении другого) так  чтобы 
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для индивидуального спектра достигался минимум энтропии Hk. Критерий 

минимума информационной энтропии можно рассматривать как критерий 

минимальной сложности спектров компон нтов. Авторы [35,39] используют 

также и другие критерии сложности. Это или величина  
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е x(v) - спектральный контур [35], или условие м

максимального числа точек в спектре компонента [39]. Метод [35] по-прежнему 

обным участкам в контурах собственных 

векторо

с

оказываются 

несосто н ы

 п . Та ерек

о .

я
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x
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гд инимальной интенсивности для 

заключается в подборе одного из коэффициентов линейной комбинации (02) для 

каждого из двух спектров компонентов. 

В [35] предложен также другой метод, заключающийся в поиске слабо 

перекрытых участков в спектрах по под

в и в построении линейных комбинаций последних с целью получения 

нулевых или малоинтенсивных участков в результирующих контурах. 

Фактически этот метод основан на процедуре Аленцева-Фока [22], но 

примененной к обственным векторам U ковариационной матрицы (03). Степень 

близости решения к истинным спектрам компонентов зависит от степени их 

неперекрытости. Эта методика успешно применена к разложению 2-х и 3-х 

компонентных смесей. Подробный обзор других работ можно найти в [1], но с 

математической точки зрения они аналогичны рассмотренным.  

Известные в литературе методы разделения, учитывающие условия 

частичной неперекрытости спектров компонентов, 

ятельными, если зоны еперекр тости малы или их количество 

недостаточно о Аленцеву-Фоку к, если условия наличия неп рытых точек 

(даже не участков) выполнены для каждой пары спектров компонентов, в 

спектрах смесей может не существовать областей, в которых ненулевая 

интенсивн сть обусловлена только одним компонентом  Однако, из 

геометрического представлени  (Рисунок 1.1) легко видеть, что такие жесткие 
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условия и не ребуются дл существования динственного шения, х тя 

процедуры, аналогичные подходу Аленцева-Фока оказываются неприменимыми. 

В литературе опубликовано несколько етодов поиска неперекрытых 

точек по матрице спектров смесей. В основном, авторы этих публикаций

т я е ре о

 м

 

ссылаю

И  

н т

множества допустимых вариантов решения. Окончательный 

выбор и

тся на технику факторного анализа (например, [42,43]) или близкий 

факторному анализу метод главных компонент [1,21].  все же, если такие точки 

не образуют непрерывные зоны, эти методы не дают никакой гарантии, что 

выделенные ими точки являются действительно неперекрытыми. На самом деле 

они оказываются наиболее (но не обязательно полностью) неперекрытыми. Такая 

информация о наиболее неперекрытых точках, по крайней мере, позволяет сузить 

границы неопределенности решения и найти достаточно близкие к истинным 

спектры компонентов [21,45-47]. Широко используемым методом локализации 

неперекрытых спектральных участков является Key Factor Analysis [43,48], 

заключающийся в поиске наиболее разнесенных в пространстве векторов – 

спектров компонентов. На самом деле легко видеть, что максимальная 

разнесенность свидетельствует только о максимальной, но не полной, 

неперекрытости. В процедуре "Self Modeling" [44-46], которую применяют для 2 - 

3 компонентных смесей, учитывают также еотрицательнос ь спектров и их 

концентраций. 

Особенность рассматриваемых случаев, как уже отмечалось, состоит в 

существовании 

з них должен делаться путем привлечения той или иной дополнительной 

информации, что в немалой степени зависит от исследователя. Дополнительные 

критерии, такие, например, как простота спектров, не внушают полного доверия и 

не могут использоваться как единственные для выбора окончательного варианта. 

Поэтому они, в общем случае, не снимают неоднозначности. Это известно в 

литературе по поиску оптимальных решений как решение задачи в условиях 

неопределенности [49]. Неопределенность означает, что решение должно 

удовлетворять нескольким целям, или критериям, как правило противоречивым, 

для которых характерна различная физическая сущность и невозможность 
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формализации обоснования их применения. Критерий простоты (сложности) 

спектра именно такой, т.к  он может быть обоснован в значительной степени 

только интуитивно, в зависимости от конкретной ситуации. 

При решении задач в условиях неопределенности допускается применение 

различных субъективных критериев отбора решений, но

.  

, как правило, на 

последн

р

9

процесса, а представляют собой 

фактич

 количественного 

анализа

их этапах, после определения вариантов, рациональных в свете главной 

цели, при выборе среди них окончательного ешения. На этом этапе выводы 

делает человек (эксперт) на основе своего опыта, с интуитивным учетом других 

целей и информации, которые имеют отношение к рассматриваемой задаче [49]. 

Однако, и это нам представляется наиболее важным, даже при таком "волевом" 

выборе весь предшествующий анализ должен гарантировать, что будет принят 

один из допустимых вариантов. В нашем случае под допустимостью решения мы 

подразумеваем неотрицательность спектров и концентраций наряду с 

выполнением соотношения аддитивности (01). 

Схемы решения задач в условиях неопределенности, как отмечается в [4 ], 

не предполагают единого вычислительного 

ески "человеко-машинные" системы принятия решений. Участие 

специалиста предполагается на всех этапах: 1) выбора представительного 

множества исходных данных, 2) проверки условий единственности решений, 3) 

формирования дополнительных требований к решению, 4) формирования 

структуры оптимизируемого критерия и 5) окончательного принятия решения. В 

следующих разделах мы рассмотрим две разработанные нами процедуры поиска 

спектров компонентов, позволяющие исследователю активно влиять на ход 

решения, но в рамках допустимости, о которой речь шла выше. 

Несмотря на очевидную перспективность, число работ, посвященных 

применению алгоритмов декомпозиции для качественного и

 смесей сложного состава, единично (например, [5,6,50,51]). Только 

относительно недавно появились достаточно универсальные программы для 

разложения, упомянутые выше и способные решать задачи разложения при числе 
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компонентов более 2-3. Таким образом, необходимы исследования по 

практическому использованию алгоритмов (особенно новых) для разделения 

различных типов спектральных сигналов, выявлению факторов, влияющих на 

качество декомпозиции, сравнительному анализу различных подходов и 

апробации алгоритмов на смесях сложного состава. 

 



 35

1.2 Геометрическое представление задачи разложения и единственность 

решения 

 

Разнообразие математических приемов разложения наборов сложных 

родственных контуров не так велико, как может показаться на первый взгляд и 

сводится, как правило, к построению линейных комбинаций (т.е. сложению и 

вычитанию с некоторыми коэффициентами) исходных спектров смесей. Этот 

принцип лежит в основе всех рассматриваемых в данной работе методов. 

Векторное представление спектроскопической информации с учетом 

соотношений (0.1 - 0.4) позволяет наглядно продемонстрировать особенности 

задачи анализа смесей. При числе спектральных точек N, превышающем число 

компонентов K, пучок векторов-спектров компонентов определяет в N-мерном 

пространстве K - мерное подпространство, в котором находятся все возможные 

спектры смесей (в силу (01)). На Рисунке 1.1 показан случай N = 3, M = 4, K = 2, 

т.е. подпространство спектров смесей представляет собой плоскость в 3-мерном 

пространстве (по координатным осям отложены интенсивности, а порядковый 

номер оси соответствует номеру точки в спектре), и спектры компонентов 

образуют базис этой плоскости (неортогональный в общем случае). 

В случае, когда известна только матрица D, задача нахождения спектров 

компонентов X заключается в нахождении разложения (02) относительно 

неизвестных элементов матриц X и C. Поскольку неизвестные входят в (2) в виде 

парных произведений, то это соотношение представляет собой систему 

нелинейных уравнений, решение которой неединственно. Действительно, если X' 

и C' - решение (2), то всегда можно найти такую невырожденную матрицу A , что 

  '''' CXD  , (1.1) где 

AXX  '''  и '1'' CAC   . Эта проблема неединственности является основной в 

задаче анализа многокомпонентных смесей по их спектрам и решается путем 

привлечения той или иной дополнительной информации и ограничений на вид 

решения.  
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Рисунок 1.1 - Геометрическое представление задачи разложения аддитивных 

спектров смесей. Здесь d1 – d4 спектры смесей, x1 и x2- возможные спектры 

компонентов,  и  - частично неперекрытые спектры компонентов (лежат 

в плоскостях I1I2 и I2I3, соответственно), t - вектор, не являющийся компонентом 

смеси, p – его проекция на плоскость смесей. По осям I1 – I3 отложены 

интенсивности спектров при трех значениях абсциссы (например, трех длинах 

волн). Все векторы нормированы для наглядности так, что их концы лежат на 

одной прямой AD. Области допустимых решений представлены секторами AOd1 и 

DOd4. 

АФx1
АФx2

 

Наиболее общими ограничениями являются требования 

неотрицательности спектров компонентов и их концентраций. Тогда, т.к. 

спектры смесей есть неотрицательные линейные комбинации спектров 

компонентов, области существования формально допустимых решений 

ограничиваются областями подпространства, определяемого векторами-
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спектрами смесей (двумерной плоскости AOD на Рисунке 1.1), расположенными в 

1-м ортанте и ограниченными изнутри конусом, образованным наиболее 

разнесенными векторами-спектрами смесей (области AOd1 и DOd4 на Рисунке 

1.1). Это геометрическое представление наглядно демонстрирует условие 

единственности решения задачи разложения: необходимо и достаточно, чтобы 

неотрицательные спектры компонентов имели неперекрытые точки при разных 

значениях абсциссы. Таким образом, можно сформулировать следующее условие 

единственности разложения (02): в каждой паре спектров компонентов 

должны существовать по меньшей мере две точки, в одной из которых 

ненулевую интенсивность имеет только первый компонент, в другой - 

только второй. Набор спектров компонентов при этом представляет собой 

совокупность векторов, представляющих собой линии пересечения 

гиперплоскости, образованной векторами-спектрами смесей (в дальнейшем будем 

называть ее гиперплоскостью смесей), с координатными плоскостями. 

Необходимость условия доказывается единственностью такого пересечения, 

достаточность – существованием однозначной процедуры поиска пересечения.  

В случае невыполнения таких условий неперекрытости для обеспечения 

единственности необходима дополнительная информация, чтобы выбрать в 

областях допустимых решений векторы, которые являлись бы спектрами 

компонентов. Геометрическое представление на Рисунке 1.1 также наглядно 

демонстрирует принцип построения областей допустимых решений как 

гиперплоскостей, ограниченных с одной стороны координатными плоскостями 

(условие неотрицательности спектров) и с другой стороны выпуклым в сечении 

конусом, охватывающим набор векторов-спектров смесей (условие 

неотрицательности концентраций). На Рисунке 1.1 такой конус соответствует 

набору из двух векторов d1 и d4. Дополнительная информация о задаче нужна для 

того, чтобы выбрать в областях существования решений векторы, которые 

являлись бы спектрами компонентов при невыполнении условий неперекрытости.  

Требование аддитивности спектров смесей означает, что форма спектров 

компонентов не должна зависеть от присутствия других компонентов 
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(компоненты не должны взаимодействовать, быть независимыми) и от условий 

съемки спектров. Если это условие не соблюдается, число компонентов будет 

превышать число смесей при любом их количестве и задача будет 

недоопределенной. Однако и в этом случае разделение при помощи 

рассмотренных далее процедур может давать полезную информацию о 

компонентном составе.  
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1.3 Методы определения числа компонентов по матрице экспериментальных 

данных 

 

1.3.1 Литературный обзор 

 

Процедуры поиска независимых компонентов не требуют, в общем 

случае, знания числа составляющих. Однако, задание этого числа позволяет при 

наличии значительных шумов стабилизировать решение, с одной стороны, и 

проверить исследуемую систему на независимость компонентов, с другой. 

Проверка на независимость заключается в проверке условия, что число смесей 

строго больше числа компонентов, M > K. Разумеется, выполнение этого условия 

не гарантирует независимость всех компонентов, и получаемые решения могут 

содержать их большее количество, часть индивидуальных спектров будет 

отражать именно изменения компонентов при взаимодействии, что часто также 

можно считать полезной информацией. 

Предложено довольно много способов оценки числа компонентов K по 

матрице спектров родственных смесей D. Эти способы, как правило, основаны на 

знании величины экспериментальных ошибок и являются, по существу, 

статистическими [1,52-55]. Кроме того, предложено несколько нестатистических 

методов [56-59], которые позволяют получать на практике полезные результаты. 

При анализе реальной задачи представляется совершенно необходимым 

использовать несколько оценок, т.к. статистические оценки могут оказаться 

неверными вследствие использования ошибочных статистических гипотез, 

касающихся экспериментальных ошибок, а нестатистические оценки не имеют, 

как правило, достаточного обоснования. Большинство известных методик оценки 

K основаны на факторном анализе матрицы исходных данных, который позволяет 

выделять набор "значимых факторов", число которых и есть число компонентов. 

Так, в работе [1] делается больший упор на практическое использование 

факторного анализа, а в [55] - на статистический аспект методов.  

Рассмотрение оценки числа факторов - компонентов будет нагляднее, если 
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его вести с точки зрения сингулярного разложения матрицы данных:  

  TVUD    (1.2) 

где U - это N x M матрица собственных векторов матрицы  (в литературе по 

факторному анализу - ковариационной матрицы), V - матрица собственных 

векторов (или корреляционной матрицы), Λ - диагональная матрица 

сингулярных чисел (положительных квадратных корней из ненулевых 

собственных значений матрицы 

TDD 

DDT 

TDD   или DDT  ), расположенных в 

невозрастающем порядке [60]. Для определенности здесь и далее будем считать, 

что число спектральных точек N, количество смесей M и компонентов K 

удовлетворяют неравенству 

  KMN  , (1.3) 

хотя достаточными являются неравенства 

  NN   и  NM  . (1.4) 

Для облегчения систематизации методов оценки K, обзор известных и 

предлаг

 м

суммы евозмущенной матрицы

аемых нами методов будем проводить с использованием разложения (1.2). 

Согласно [1], представим атрицу экспериментальных данных D в виде 

 D  и матрицы экспериментальных ош F:   ибок н

 FDD   .  (1.5)  

При условии (1.3) ранг D  равен K (если векторы спектров компонентов линейно 

независимы и матрица относительных концентраций имеет полный ранг K - эти 

условия в дальнейшем также будут предполагаться выполненными), ранг D в 

силу некоррелированности экспериментальных ошибок равен числу смесей M. 

С

 свою очередь, матрицу ошибок можн  [1] в виде  

ледовательно, ранг D также равен M. 

В о представить

  0# FFF  ,  (1.6)  

где #F  образова частью ошибок, которые дают вклад в первые K сингулярных на 
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векторов U, а 0F  образована той их частью, которая порождает ненулевые 

сингулярные числа λi , i = M+1,...M и соответствующие им вектор –столбцы ui. Из 

(1.5) и (1.

 .

6) получаем: 

 
#*# FDD 
0# FDD

 (1.7) 


Матрица 0F  обычно называется остаточной ошибкой [1], которую можно 

отбросить, восстанавливая матрицу данных #D  по первым сингулярным векторам 

исходной матрицы D согласно оотношению (1.2). Следует зам тить, что 

исходные ошибки распределены по м

с е

ат ам риц #D  и 0F , т. е. последняя 

образов

ицы 

ана только некоторой их частью. 

Первая группа методов нахождения числа компонентов, по сути, сводится 

к нахождению расщепления (1.7) (анализ остатков). На первом этапе вычисляют 

разложение (1.2) и затем разделяют сингулярные векторы на две группы, 

называемыми в факторном анализе первичными и вторичными осями. Число 

первичных осей при этом равно оценке числа компонентов и они являются 

первыми K сингулярными векторами, которые образуют базис пространства 

столбцов (в случае u - векторов) или строк (в случае v-векторов) матр #D . 

Запишем  (1.7) в терминах сингулярного разложения: если SUQ соотношение , 

то 

нентов (Residual Standard 

будет заключаться в вычислении выражений

 

 TTT VQVQVQD 00##  ,  (1.8) 

где #Q  - матрица первичных осей размера N x M, у которой столбцы K+1,...,M 

нулевые, а 0Q  - матрица N x M вторичных осей с нулевыми столбцами 1,2,...,K. 

Тогда, согласно [1], первый метод оценки числа компо

Deviation)   

20 )( ik

N

i

M

1 1Kk

qRSD  
 

 , (1.9) 

где  - элементы матрицы ;  0Q 0
ikq  
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( λk - сингулярные числа), что эквивалентно (1.9). Вычисления проводят, изменяя 

гипотезу о числе компонентов K начиная с K = 1 и сравнивая соответствующую 

величину RSD с величиной оценки экспериментальной ошибки э . То значение 

K, которое приводит к величине RSD, приблизительно равной оценке ошибки э , 

и считают числом компонентов в смесях.  

Наша практика показала, что лучше иметь завышенную оценку числа 

компонентов, поэтому вычисления надо продолжать до тех пор, пока RSD не 

станет строго меньше экспериментальной ошибки).  

В работе [52] предложен сходный с рассмотренным метод, названный 

Residual Standard Deviation Method, основанный на вычислении  
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где K также принимает увеличивающиеся значения, а величина K  сравнивается 

с э . Наибольшую сложность, конечно, вызывает корректное оценивание 

экспериментальной ошибки э , которая складывается не только из случайных 

шумов с известной дисперсией, но и содержит на практике неконтролируемую 

долю систематических погрешностей. Более того, рассмотренные оценки 

разработаны для случая нормально распределенных шумов измерений. Как 

показано в [23,24,64], распределения измерений для различных приборов 

существенно отклоняются от нормальных. Например, для ИК-спектров 

распределение спектроскопических ошибок в зависимости от поглощения можно 

представить в виде [23]:    i
A

ii WLogHeWGLogA o    , где - измерение iA



 43

поглощения при i-ой длине волны,  - принимаемая детектором мощность,  - 

общее поглощение, G - модуляционный оптический шум (считают, что он 

распределен лог-нормально со средним значением 1, H - шум детектора, который 

обычно имеет распределение, близкое к нормальному и задается в виде 

эквивалентной мощности шумов для данного детектора. Из этих работ видно, что 

по вопросу характера распределения спектроскопических шумов нет единого 

мнения. По-видимому, перед использованием статистических методов оценки 

числа компонентов в каждом конкретном случае следует проводить специальное 

исследование природы и параметров шумов. Из трудно учитываемых вкладов в 

ошибки можно указать искажения спектров вследствие межмолекулярных 

взаимодействий, рост шумов при двухлучевой компенсации полос поглощения 

растворителя, шумы источника излучения, искажения спектров из-за дрейфа 

спектрального прибора по длинам волн и дрейфа нулевой линии. Некоторые из 

этих ошибок определить очень трудно, что ограничивает ценность 

статистических методов определения числа компонентов и вынуждает нас 

использовать различные полуэмпирические методики. 

iW 0A

Можно показать, что RSD оценка связана с общей квадратичной невязкой 

между исходной D и восстановленной #D  по (1.7) матрицами данных: 
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Величина RSD используется в часто применяемой Factor Indicator Function (IND) 

[1,57,58]: 

 
2)( KM

RSD
IND


 , (1.13) 

которую вычисляют, изменяя оценку K от 1 до M. Кривая зависимости величины 

IND от M должна достигать минимального значения при верной оценке K. 

Кажется наиболее естественным метод оценивания K, основанный на 
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сравнении дисперсии элементов матрицы остатков 0F  с дисперсией 

экспериментальных ошибок. Этот метод реализован в некоторых пакетах 

программ, но на практике он часто приводит к неверным оценкам, так как 

критерий равенства дисперсий двух совокупностей случайных величин, 

использующий F - распределение Фишера-Снедекора чрезвычайно чувствителен к 

нарушениям нормальности распределения [65]. В свою очередь, как отмечалось 

выше, нет никаких оснований считать распределение ошибок в матрице данных 

нормальным. Для применения F -критерия сначала необходимо доказать гипотезу 

о нормальности закона распределения с помощью критерия согласия (Пирсона, 

Колмогорова, Смирнова и т.п. [66]). Поэтому особую ценность приобретают такие 

статистические методы оценки числа компонентов, которые являются 

свободными от знания закона распределения элементов матрицы ошибок или 

устойчивыми к отклонениям от нормальности распределения. 

Естественным требованием для матрицы остатков является отсутствие 

корреляции вдоль последовательности ее элементов. В данной работе в качестве 

поверочной статистики остатков мы выбрали критерий Дарбина-Ватсона [67], 

который вычисляется по формуле : 
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,  (1.14) 

где  представляет собой последовательный элемент матрицы, превращенной в 

одномерный массив размера 

0
i

F

NM   путем последовательного соединения 

векторов-столбцов: i = (1,1); (1,2); ... (1,M); (2,1); (2,2); ... (2,M); ... (N,M). 

Величина критерия лежит в области {0 – 4}, принимая значения около 2.0 в 

случае отсутствия корреляции. Так, при уровне значимости гипотезы о наличии 

корреляции между последовательными элементами массива 0.05, ее отвергают, 

если величина критерия лежит в диапазоне {1.7 – 2.2}. На практике приходится 

допускать наличие слабой остаточной корреляции из-за нарушения аддитивности 



 45

спектров при их взаимодействии в смесях или неучтенных слабых 

систематических ошибок измерений и в большинстве случаев границу 

необходимо немного расширить, например, до {1.5 – 2.5}, обосновывая это 

расширение эмпирически на основании опыта решения аналогичных задач из 

данной предметной области. Такое расширение, конечно, не является строгим, а 

относится к экспертным оценкам и рассматривается также в (Бородич, С. А. 

Вводный курс эконометрики: Учебное пособие / С. А. Бородич. – Мн.: БГУ, 2000. 

– 354 с.). 

Другая группа методов оценки основывается на анализе относительных 

величин собственных значений корреляционной DDT   или ковариационной 

 матриц или, в терминах разложения (1.2), сингулярных чисел матрицы 

данных D. Авторы [8,68] за число компонентов принимают число наибольших 

собственных значений, которые описывают 99% дисперсии спектров смесей 

(метод главных компонент). Разумеется, пороговое значение этого критерия 

должно зависеть от уровня экспериментальных шумов.  

TDD 

Еще один критерий основан на вычислении дисперсии собственных 

значений матриц  или TDD  DDT  . По определению сингулярного разложения 

(1.2), эти собственные значения есть квадраты соответствующих сингулярных 

чисел. 

Стандартная ошибка в m-ом собственном значении вычисляется в виде 

[1,52]: 
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где  и 2
mjv 2

mkv  - j -й и k - й элементы m -го сингулярного вектора, а 
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ij  обозначает ошибку в экспериментальной точке  и определяется в 

эксперименте. Числом компонентов считают число собственных значений, 

превосходящих по величине оценку (1.15) при заданном уровне значимости). Этот 

метод позволяет, как видно из (1.16), учитывать оценку ошибки в каждой из 

спектральных точек матрицы данных D индивидуально. 

ijd

В тех случаях, когда среднее стандартное отклонение меняется от точки к 

точке в спектре и не является константой для данной матрицы данных, 

предложено применять хи-квадрат критерий Бартлета [1,52]. Недостаток этого 

метода (как и предыдущего) в том, что необходимо иметь достаточно 

справедливую оценку ошибки в каждой экспериментальной точке спектра. Если 

такие оценки 2
ik  получены, то 2

N  определяют как 
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где  - по-прежнему элементы матрицы данных, восстановленной по первым K 

сингулярным векторам (1.2). Число компонентов K определяют, изменяя его, 

начиная с 1, вычисляя для каждого пробного значения K величину 

#
ijd

2
N  и 

сравнивая ее с ожидаемым значением 2
  , 

 ))((2 KMKN  , (1.18)  

где ))(( KMKN   есть число степеней свободы, α - уровень значимости. 

Выбирают такое значение K, при котором 2
N  ближе всего к 2

 . 

С практической точки зрения интересны методы, основанные на анализе 

спектра сингулярных чисел λj матрицы  D (или собственных значений 
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ковариационной матрицы [56-58]). В работах [25,56,57,69] показано, что при 

нормальном распределении ошибки и постоянной дисперсии, сингулярные числа 

матрицы ошибок F из (1.5) лежат приблизительно на прямой, если расположить 

их в убывающем порядке на графике в координатах величина числа – порядковый 

номер. Среднее квадратичное отклонение от этой прямой предложено оценивать 

по формуле [25]: 

 )2(3.0 2
0  MND , (1.19)  

где 2
D  - интегральная оценка дисперсии ошибок в исходных данных. К 

сожалению, во многих случаях дисперсия есть функция, значение которой 

зависит от интенсивности в спектрах и данный критерий оказывается 

неприменим. Отклонение собственных значений от прямой на графике становится 

тем более значительным, чем больше зависимость σ от dij. Число первых 

"выпавших" из линейной зависимости больших сингулярных чисел принимают за 

число компонентов.  

Среди методов оценки числа компонентов, не требующих знания 

величины экспериментальной ошибки, следует отметить часто используемую 

Imbedded Error Function (IE) [1,57]: 
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которую вычисляют, изменяя оценку K от 1 до M. Кривая зависимости величины 

IE от K имеет вид, аналогичный зависимости Log(λj) от номера j , но число 

компонентов соответствует точке излома на кривой (точка резкого изменения 

угла наклона кривой относительно оси абсцисс). 

Интересен метод определения числа компонентов по результатам 

частотного анализа левых сингулярных векторов D, представленных в виде 

спектральных контуров. В работах [41,59] отмечается, что сингулярные векторы, 

соответствующие "значимым" сингулярным числам, содержат преимущественно 
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низшие гармоники (в спектре Фурье), а "шумовые" векторы представляют 

высшие гармоники, соответствующие шумам. Это, безусловно, верно только в 

том случае, если шумовые составляющие более высокочастотны по своей 

природе, чем спектроскопическая информация. Поэтому при оценке числа 

компонентов этим методом важно, чтобы оцифровка спектров проводилась с 

достаточно малым шагом по длинам волн. Тогда шумы дискретизации будут 

превосходить по своей верхней частоте спектра Фурье высшую из гармоник 

спектров компонентов. 

Для целей определения числа компонентов, конечно, лучше всего иметь 

оценку такой высшей Фурье-частоты yh для, например, косинусного 

преобразования: 

 , (1.21)  
max

0

)cos()()(
y

dyuyf 

где f(y) - спектр Фурье, ymax - высшая частота спектра, ymax > yh. Такая оценка 

позволяет эмпирически установить предел (для конкретной задачи или класса 

задач) ylim = yh для вычисления отношения: 
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в котором интегрирование можно заменить простым суммированием абсолютных 

значений амплитуд Фурье [59]) для каждого из собственных векторов uj(ν). Если 

шумовые компоненты более высокочастотны, чем спектроскопические, то, 

начиная с некоторого uj(ν), величина R скачком уменьшает свое значение. Номер 

последнего сингулярного вектора uK, имеющего большое значение R и принимают 

за число компонентов [59]. При таком анализе сингулярные векторы располагают 

соответственно убыванию сингулярных чисел. При использовании этого метода 

нужно иметь физические основания для утверждений о "разночастотности" 

спектров компонентов и спектров помех. 
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Таким образом, существует большое разнообразие методов оценивания 

числа компонентов, одновременное применение которых позволяет повысить 

надежность ответа путем сравнения результатов, полученных разными 

способами. Сам факт несовпадения оценок может нести полезную информацию. 

Так, заниженное число компонентов, полученное нестатистическими методами по 

сравнению со статистическими, может служить свидетельством того, что 

преобладающими являются ошибки, обусловленные, например, временной 

нестабильностью прибора (дрейф по длинам волн и т.п.); межмолекулярными 

взаимодействиями в смесях, приводящими к изменению спектров компонентов и 

т.д. В нашей работе мы применяли как все рассмотренные способы оценивания K, 

так и разработанные методы, описываемые в следующей главе. 

В дополнение к литературному обзору по методам оценки числа 

компонентов следует указать еще два других известных критерия проверки 

известных спектров на присутствие в спектрах смесей [70-72], основанные на 

теории ошибок в факторном анализе: Reliability Function (RELI) и Spoil Function 

(SPOIL). Данные критерии, разработанные для целей библиотечного поиска 

компонентов, показывают удовлетворительные результаты и при оценивании 

числа компонентов методом проектирования известного спектра компонента на 

пространство столбцов матрицы данных #D , восстановленной по K первым 

сингулярным векторам разложения (1.2). Эти критерии используют величину 

"кажущейся" (apparent) ошибки в векторе пробного спектра компонента t: 
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где p – вектор проекции t на D (или #D ) – см. Рисунок 1.1 – мы предлагаем 

вычислять с помощью SVD-разложения (1.2):  

   , (1.23) tp t,p TT UUUU ##или 
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где знак (#) означает матрицу, составленную из первых K столбцов U, а K – 

предполагаемое (проверяемое) число компонентов.  

Величину AET сравнивают с "действительной" (real) ошибкой в векторе 

проекции p (λj - сингулярные числа из (1.2)): 
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  2
1

22 REPAETRET  . 

Критерии для принятия решения о приемлемости пробного вектора в качестве 

компонента (а в случае оценки числа компонентов – о приемлемости значения K 

при условии, что пробный спектр t заведомо содержится в спектрах смесей) 

вычисляют по формулам: 
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где 2
estRET  - оценка ошибки для данных, которые использовали для построения 

тестового вектора. В [70-72] предложены следующие пороговые значения: RELI > 

0.5 означает приемлемость t в качестве спектра компонента, так же как и SPOIL < 

3.0. SPOIL = 3.0...6.0 указывает на возможность того, что t есть спектр 

компонента, SPOIL > 6.0 означает отрицательный ответ. Несмотря на кажущуюся 

строгость теории ошибок в [70-72], основанной на "соотношении треугольника":  

22 REPRETAET  , 

это равенство не подкрепляется никакими статистическими выводами и вводится 

искусственно. По существу, это соотношение означает, что ошибки RET и REP 

мы считаем независимыми. Только в этом случае их дисперсии можно 

суммировать. Тем не менее, практика показывает (см., например, [73]), что 

рассмотренные критерии позволяют получать неплохие результаты. 
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В большинстве практических случаев предложенные статистические 

оценки оказываются несостоятельными и смещенными из-за отклонений 

реальных ошибок измерений от закона распределения, для которого эти оценки 

построены. Ситуация усложняется еще и тем, что в данных. как правило, 

присутствуют систематические ошибки, связанные как с дрейфами аппаратуры, 

так и с нарушениями аддитивности спектров (например, вследствие химического 

взаимодействия компонентов). В этом случае оценка числа компонентов должна 

представлять, по существу, экспертную оценку, для построения которой 

исследователю необходимо располагать дополнительной информацией. Кроме 

того, некоторые их предложенных критериев являются оценками сверху, то есть, 

как правило, значительно завышенными. 

В ряде работ [52-55] число компонентов предложено определять по 

графику отсортированных в порядке убывания собственных значений (или 

квадратных корней из них) ковариационной матрицы спектроскопических данных 

DDT. В терминах сингулярного разложения (1.2) это соответствует анализу 

графика сингулярных чисел. В [52] утверждается, что согласно оценке (1.11) 

часть графика, состоящая из "шумовых" собственных значений в случае 

нормального распределения шумов в данных имеет вид линейно спадающей 

зависимости.  
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1.3.2 Методика приготовления тестовых задач для спектроскопического 

анализа 

 

Для демонстрации численных методов оценки числа компонентов и их 

спектров по матрице спектров родственных смесей были приготовлены несколько 

модельных смесей органических соединений. Для получения родственных 

спектров использовали такие методы разделения, как вакуумная перегонка и 

жидкостная хроматография. Хроматограф представлял собой стеклянную колонку 

размером 250х3,5 мм, заполненную сорбентом Силасорб 600 (LC) 30 мкм, 

оборудованную системой впуска пробы шприцем и создания давления (азотный 

баллон с редуктором на избыточное давление 0-0,4 мПа). Конструктивная схема 

рассматриваемого прибора предельно проста и ее рисунок мы здесь не приводим, 

так как она не имеет принципиального значения. В качестве детектора 

использовали ИК спектрометр Perkin Elmer 580B, сопряженный с микро-ЭВМ 

Interdata 6/16. 

Спектры смесей-фракций снимали в проточной кювете из KBr толщиной 

0,15 мм, останавливая поток растворителя игольчатым вентилем примерно через 

равные промежутки времени. Уровень спектроскопических шумов составлял 

0,4%T. Полученные спектры сглаживали с помощью стандартных программ и 

компенсировали в них спектр растворителя (четыреххлористого углерода, 

который фактически представлял собой известный компонент) с помощью 

кюветы переменной толщины, помещенной в канал сравнения спектрометра, или 

программой вычитания спектральных контуров. Исходные данные (матрицу 

спектров смесей ) формировали, кодируя наиболее информативные участки в 

спектрах смесей с переменным шагом. Матрицу относительных концентраций 

компонентов определяли по площадям соответствующих хроматографических 

пиков, полученных на газовом хроматографе ЛХМ 8МД (3%E-30 на панхроме 3, 

длина колонки 3м, температура 120оC) с погрешностью 3,5% отн. [А1,А4]). 

Работу численных методов, рассматриваемых в данной работе, мы 

преимущественно проверяли на модельных смесях гексана, толуола, ацетона, 
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циклогексанона, диэтилового эфира и амилацетата. Хроматограммы записывали 

при длине волны 1450 см-1, где поглощение невелико, но примерно одинаково для 

всех компонентов (пример типичной хроматограммы показан на Рисунке 1.2). 

Давление растворителя при хроматографировании было 0,4 мПа, расход 0,75 

мл/мин. Спектры смесей-фракций записывали в диапазоне 1750-1110 см-1 с 

разрешением не хуже 5 см-1. После этого при подготовке матрицы 

спектроскопических данных D были отброшены малоинтенсивные участки и 

оставлены области 1750-1690, 1610-1595, 1510-1300, 1160-1110 см-1.  

 

 

Рисунок 1.2 – Типичная хроматограмма 5-компонентной смеси гексана, толуола, 
ацетона, циклогексанона и диэтилового эфира при длине волны поглощения 1450 

см-1. Гладкость пика говорит о плохом разделении компонентов во времени. 
 
Оцифровку спектров проводили с фиксированным шагом 5 см-1. На 

Рисунке 1.3 показаны типичные спектры исходной смеси №1 после кодирования. 

От каждой смеси получали 10-12 спектров фракций. Так как для проверки 

работоспособности методов разложения параметры задачи желательно знать как 

можно точнее, то концентрационную матрицу получали не с помощью газовой 

хроматографии, а рассчитывали по уравнению (1.1), используя снятые на этом же 

спектрометре спектры чистых компонентов в качестве матрицы коэффициентов. 
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Рисунок 1.3 – ИК спектры 5-компонентной смеси №1 после оцифровки и 
выбрасывания. Диапазон спектра 1750-1110 см-1. По оси абсцисс отложены 
порядковые номера спектральных точек (т.к. величина длины волны при 

разложении не учитывается, спектры оцифрованы с переменным шагом с целью 
исключения неинформативных участков). 

Спектры смещены по вертикали для лучшей визуализации, пунктиром 
обозначены уровни нулевого поглощения. 

 

Вторая (№2) модельная задача представляла собой смесь шести 

компонентов: изооктана, толуола, бензола, диэтилового эфира, ацетона и 

амилацетата в четыреххлористом углероде как неполярном растворителе. В этом 

наборе относительно сильно перекрытыми оказываются две пары компонентов: 

ацетон - амилацетат и бензол - толуол (см. Рисунок 1.13). Кроме того, эти 

вещества плохо разделяются при данных условиях хроматографирования. Набор 

спектров поглощения показан на Рисунке 1.4. 
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Рисунок 1.4 – ИК спектры фракций 6-компонентной смеси (№2) изооктана, 
толуола, бензола, диэтилового эфира, ацетона и амилацетата, полученные на 

выходе препаративного жидкостного хроматографа конструкции автора. По оси 
абсцисс отложены порядковые номера спектральных точек (т.к. величина длины 
волны при разложении не учитывается, спектры оцифрованы с переменным 

шагом с целью исключения неинформативных участков).  
Спектры смещены по вертикали для лучшей визуализации. 

 

Третья модель (№3) была составлена из гексана, изооктана, бензола, 

диоксана, диетилового эфира и ацетона. Смеси-фракции (10 фракций) получали 

путем перегонки с дефлегматором. Определение числа компонентов по матрице 

(Рисунок 1.5д) дало оценку 4 вместо 6. 

Четвертая модель (№4) представляла собой смесь ацетона, диэтилового 

эфира, циклогексанона, и толуола. Фракционирование также проводили на 

жидкостном хроматографе, но с худшим разрешением из-за большего диаметра 

колонки (5 мм). 

Спектры смесей №3 и №4 мы здесь не приводим, так как они не содержат 

какой-либо новой полезной информации для дальнейшего изложения. 

Смеси подвергали хроматографированию и съемке несколько раз, меняя 

скорость элюации от 0.1 мл/мин до 1 мл/мин. 



 56

1.3.4 Анализ спектра сингулярных чисел и матрицы остатков 

 

В наших работах [А1-А5] было показано, что при исследование смесей по 

ИК и видимым спектрам, на практике оценку числа компонентов по спектру 

сингулярных чисел лучше проводить не в абсолютных значениях, а в 

логарифмическом масштабе. Это лишает метод строгого статистического 

обоснования, рассмотренного в [41,52,59], делает его эмпирическим, но дающим 

на практике приемлемые результаты. Причина использования логарифмической 

шкалы заключается в том, что шумы данных реального эксперимента часто 

распределены не по нормальному или какому-либо другому статистическому 

закону, а содержат неконтролируемые ошибки измерений (например, дрейф и 

скачки параметров оборудования, взаимодействия компонентов в смесях, 

вносящие систематическую составляющую в данные). Эта систематическая 

составляющая нарушает идеальную аддитивность данных и выражается в виде 

малоинтенсивных компонентов, интенсивность которых уже не обязана быть 

неотрицательной. Наличие автокорреляций между точками в контурах 

интенсивности таких "компонентов", естественно, приводит к увеличению 

значений малых сингулярных чисел матрицы данных и к оценке числа 

компонентов, равным всегда числу смесей. В этом случае хорошие результаты 

дает анализ контуров левых сингулярных векторов матриц смесей, 

рассматриваемый в разделе 1.3.5.  

Практика автора показала, что часто систематическая составляющая 

ошибок относительно невелика, но закон распределения случайной составляющей 

оказывается формально близок к лог-нормальному. При лог-нормальном 

распределении шумов в D линейный характер зависимости сингулярных чисел λ 

приблизительно выполняется для координат log(λk) – k, где k – порядковый номер 

числа, хотя даже для этого случая известного закона распределения получить 

оценку вида (1.18) представляется затруднительным. Тем не менее, число 

компонентов можно получить, подсчитав количество сингулярных чисел, 

расположенных выше прямой, проведенной через набор малых log(λk). По 
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характеру излома на графике при переходе от "шумовых" log(λk) к "значимым" 

можно судить о характере исходной спектроскопической информации: чем 

увереннее можно проводить расщепление на значимые и шумовые компоненты, 

тем лучше обусловлена задача разложения. На Рисунке 1.5 приведены примеры 

спектров сингулярных чисел для модельных и реальных наборов данных.  

Второй предложенный нами ранее способ оценки числа компонентов 

[А3,А5] основан на статистических критериях, работающих не с самими 

элементами выборок, а с их рангами, что делает оценки независимыми от закона 

распределения [75-78]. Ранговые критерии инвариантны по отношению к любому 

монотонному преобразованию шкалы измерения и пригодны к анализу 

разномасштабных данных. Один из наиболее широко используемых ранговых 

критериев связывают с именами Манна-Уитни [79] и Вилкоксона [80]. U-

критерий Манна-Уитни (Mann-Whitney U test) — непараметрический 

статистический критерий, используемый для оценки различий между двумя 

выборками. С его помощью, например, проверяют гипотезу об идентичности 

законов распределения двух совокупностей независимых случайных величин. 

Этот критерий можно использовать непосредственно как критерий числа 

компонентов, проверяя гипотезу для выборки элементов матрицы остатков F0(K), 

которую получают, вычисляя D# при разных значениях K (см. уравнения (1.6, 1.9) 

выборки матрицы экспериментальных ошибок. Последнюю можно получить, 

например, путем вычитания спектров, записанных с некоторым временным 

интервалом. За оценку K принимают то минимальное значение, для которого 

гипотезу об идентичности законов распределения уже можно считать верной при 

выбранном уровне значимости. Другими словами, K полагают равным 

минимальному количеству сингулярных чисел, которому соответствует матрица 

остатков F0 с элементами, имеющими тот же закон распределения, что и ошибки в 

D. 

Вначале все n1 элементов F0(K) и n2 элементов массива 

экспериментальных ошибок объединяют в один вектор x в порядке убывания. 

Затем формируют вектор y из n1 чисел, представляющих собой порядковые 
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номера элементов F0(K) в векторе x и вычисляют сумму 

 



1

1

n

i
iyS  (1.26) 

По таблицам [75] для данных n1 и n2 и выбранного уровня значимости находят 

критическую область (Smin и Smax). Попадание величины S в найденный интервал 

свидетельствует о том, что законы распределения одинаковы. Для ИК спектров 6-

компонентных смесей, показанных на Рисунке 1.4, величина S для гипотезы о 4-х 

компонентах равна 194, что выходит за пределы интервала (348, 472) при 5%-ном 

уровне значимости (из всей совокупности данных были отобраны случайным 

образом по 20 последовательных точек для вектора остатков и вектора 

экспериментальных ошибок). Для гипотез о 5, 6 и 7 компонентах S было равно 

соответственно 429, 394 и 414. Это может свидетельствовать о наличии ошибок, 

связанных с дрейфом прибора и приводящих к тому, что экспериментально 

оцененный вектор шумов содержит долю информации о спектрах веществ. 

Отсюда и приемлемость заниженной оценки, равной 5.  

Небольшая модификация процедуры Вилкоксона позволяет создать 

критерий равенства дисперсий при условии равенства характеристик положения 

для двух совокупностей [75]. Поскольку средние значения F0(K) и 

экспериментальных ошибок мы полагаем равными нулю, этот критерий 

применим к нашему случаю. 

Модификация заключается в изменении способа приписывания рангов 

элементам вектора x: вместо последовательности 1,2,3,...,n1+n2 строят такую: 

1,4,5,8,9,...,7,6,3,2 и из этой цепочки формируют вектор y из n1 рангов 

(порядковых номеров в x) для выборки F0(K). Затем вычисляют S и оценивают 

критерий по таблицам, как и раньше. В рассматриваемом примере величины S 

равны 292, 362 и 440 для гипотез о 5, 6 и 7 компонентах. Видно, что приемлемой 

оказывается оценка K = 6, т.е. критерий равенства дисперсий в данном случае 

оказался более эффективным. Следует заметить, что рассмотренные критерии 

лучше применять в совокупности: за K принимают минимальную оценку, 

одновременно справедливую для обоих подходов. Если оценка 
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экспериментальных ошибок неизвестна, то число компонентов можно найти, 

проверяя гипотезу о равенстве нулю среднего значения элементов F0(K), если для 

этого есть достаточные основания. 

Практика показала, что анализ матрицы остатков на наличие 

автокорреляции дает менее надежные результаты из-за влияния систематических 

погрешностей измерений. Графики зависимости величин критериев 

автокорреляции от предполагаемого числа компонентов имели в случае 

рассматриваемых тестовых систем существенно менее выраженный излом, чем 

графики логарифмов сингулярных чисел. Поэтому здесь мы эти данные не 

приводим. Но это не означает, что данный подход не следует применять в других 

случаях. 

Рисунок 1.5 - Спектры логарифмов сингулярных чисел матриц ИК спектров 
тестовых смесей: а) модельная матрица данных при уровне спектральных шумов 

0,2%T, б) – смесь № 4, в) – №2, г) – №2, д) – №3 . На каждом графике указано 
найденное число поглощающих компонентов и априори известное (в скобках). По 
абсцисс отложены порядковые номера сингулярных чисел (K). Знаки вопроса 

означают, что линейная зависимость отсутствует при R2 > 0.7. 
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1.3.5 Анализ сингулярных векторов матрицы данных 

 

Вклады спектров компонентов и спектроскопических шумов в 

сингулярные векторы U из (1.2) распределяются по ним неоднородно. Пусть uj - j-

й столбец матрицы U. u1 есть некоторая положительная линейная комбинация 

столбцов матрицы D (все сингулярные числа неотрицательны, как и элементы 

первого столбца матрицы V из (1.2)) и представляет собой некоторый 

"усредненный" спектр смеси, исчерпывающий максимум дисперсии данных в 

исходной матрице. По определению, 

 j
j

j D vu 

1

 (1.27) 
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Кроме того, матрицы DDT и DTD симметричны и неотрицательны (т.к. dij ≥ 0 – мы 

рассматриваем случай неотрицательных спектров). Если в спектре смесей нет 

участков, в которых интенсивность равна нулю одновременно для всех спектров, 

то матрицы DDT и DTD являются неприводимыми. Согласно теореме Перрона 

Фробениуса [81], неотрицательные и неприводимые матрицы имеют 

положительное собственное значение λ1, равное спектральному радиусу: 
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которое имеет кратность 1, и ему соответствует положительный собственный 

вектор u1 (или v1, соответственно). Учитывая (1.27) можно сказать, что u1 есть 

положительная линейная комбинация спектров смесей (столбцов D), а v1 -

 положительная линейная комбинация строк D. Далее, существует теорема, 

согласно которой при аппроксимации матрицы A матрицей Ak меньшего ранга k с 

использованием k первых сингулярных векторов: 

 T
k VUA  , (1.29)  

остаточная матрица A - Ak будет иметь минимально возможную согласованную 
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норму для всех A - Bk, где Bk - матрица ранга k, т.е. 

 .min kkEk ABприBA   (1.30) 

Следовательно, при k = 1, остаточная матрица после удаления 1-го сингулярного 

вектора будет иметь минимально возможную дисперсию элементов. Это означает, 

что в u1 или v1 отношение сигнал/шум будет максимальным, т.к. ошибки 

некоррелированы между собой. Аналогично u2 и v2 максимально исчерпывают 

корреляции в матрице остатков  и т.д. до тех пор, пока векторы 

uK+1,...,M и vK+1,...,M не окажутся состоящими из элементов, ненулевые значения 

которых обусловлены практически только некоррелирующей составляющей в 

исходных данных, на практике - шумами. 

TDD 1112 vu  

На Рисунке 1.6 показаны левые сингулярные векторы, рассчитанные по 

матрице из 10 спектров смесей (смесь №2 из 1.3.2), показанных на Рисунке 1.4. 

Из Рисунка видно, что относительный вклад высокочастотных составляющих 

возрастает с увеличением номера вектора.  

Вопрос о том, расширяется ли спектр Фурье для uj с ростом j, необходимо 

решать для каждого конкретного случая индивидуально, т.к. легко построить 

примеры, в которых наблюдается сужение частотного диапазона Фурье для 

больших j, путем простого перемасштабирования модельной задачи по 

сингулярным числам. 

Нами предложен метод оценивания числа компонентов, который показал 

свою практическую эффективность, основанный на статистическом анализе 

последовательности элементов в левых сингулярных векторах матрицы данных. 

Как и ранее, условием применимости данного метода является достаточно частый 

шаг оцифровки спектров, обеспечивающий коррелированность (систематичность 

изменения) последовательных точек в незашумленных спектрах. В этом случае 

случайные составляющие, представленные гармониками Фурье исходного 

спектра, превышающими частоту дискретизации, должны быть 

нескоррелированы.  
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Рисунок 1.6 - Левые сингулярные векторы uj матрицы данных (Рисунок 1.4), 
представленные в виде спектральных контуров. Контуры смещены по вертикали, 
нулевая линия соответствует горизонтальной оси в серой закраске их площади. 

 
Здесь надо сделать одно важное замечание. Довольно широко 

используемый статистический анализ на отсутствие корреляций в элементах 

матрицы остатков F0, которая соответствует разности между исходной матрицей 

данных и матрицей, восстановленной по последним сингулярным векторам с 

индексами j=K+1,...,M: 

   , (1.31) T
MKjMKj VUDDDF ,...1,...1

000 ,  

и которая теоретически должна содержать только шумовую составляющую, на 

практике может давать заниженное число компонентов, так как малоинтенсивные 

компоненты маскируются шумами и "захватываются" в F0.  

Поэтому этот метод был нами далее рассматриваться не будет. 
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Рассмотрим применение данных статистик на примере набора 6-

компонентных смесей (модель №2). Набор ИК спектров смесей органических 

соединений, снятых в разные моменты времени на выходе жидкостного 

хроматографа с помощью проточной кюветы, показан на Рисунке 1.4. На Рисунке 

1.7 показан график зависимости величин логарифмов сингулярных чисел матрицы 

данных. Видно, что в данном случае выбор может быть сделан между 6 и 7 

компонентами, что соответствует действительности: было взято 6 веществ, 7-й 

компонент – растворитель, спектр которого компенсировали двухлучевой схемой 

съемки. Рисунок 1.6 визуально более информативен: сингулярные векторы 1 - 6 

заведомо описывают спектральные данные, векторы 7 - 10 имеют шумовой 

характер.  

 

Рисунок 1.7 – График логарифмов сингулярных чисел матрицы 6-компонентных 
смесей (модель №2 из 1.3.2). R2 критерий для линейной аппроксимации правого 
участка графика равен 0.89 > 0.7. Область А соответствует значимым числам, В - 

шумовым. 
 

В Таблице 1.1 представлены результаты статистического анализа сингулярных 

векторов с помощью модифицированного критерия Вилкоксона и Дарбина-

Ватсона. Результаты показывают, что при наиболее часто употребляемом уровне 
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значимости 0.02 за оценку числа следует принять 7 вместо 6. В дальнейшем 

исследование показало, что 7-й компонент представляет собой неполностью 

вычтенный их данных спектр растворителя –четыреххлористого углерода.  

 

Таблица 1.1. Уровни значимости для критерия согласия Вилкоксона, 

рассчитанные для набора спектроскопических данных №2. 

Уровень 

значимости Q 
0.05 0.02 0.01 0.002 

Нижнее 

критическое 

значение 

28.00 27.00 26.00 23.00 

Верхнее 

критическое 

значение 

43.00  45.00 46.00 48.00 

 

Критерий Дарбина – Ватсона DW (1.14) показал в данном случае 

завышенную оценку K = 8 из-за наличия слабых корреляций вдоль 

последовательности точек в сингулярных векторах вследствие межмолекулярных 

взаимодействий компонентов. Это критерий оказался более чувствителен к 

наличию таких нарушений аддитивности. Как было указано ранее, гипотезу о 

наличии корреляций отвергают, если величина DW находится за пределами 

доверительного интервала {1.7-2.2} для часто используемого уровня значимости 

Q = 0.05. Однако, если принять в качестве доверительного интервала 

рекомендуемый диапазон {1.5-2.4} (см. раздел 1.3.1), то можно принять за оценку 

числа компонентов число 6. 

Общим выводом для приведенного примера является оценка числа 

компонентов 6 или 7. Однако, число 8 также необходимо рассматривать при 

поиске индивидуальных спектров, что будет рассмотрено далее. 
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Таблица 1.2. Значения критерия согласия Вилкоксона и Дарбина-Ватсона (1.14), 

рассчитанные для сингулярных векторов набора данных №2. 

Номер 

сингулярного 

вектора 

Величина 

критерия 

Вилкоксона 

Вывод о 

числе 

компонентов

(при уровне 

значимости) 

Величина 

критерия 

Дарбина-

Ватсона  

(1.14) 

Вывод о 

числе 

компонентов

(при уровне 

значимости 

0.05) 

1 1.0 - 0.15 - 

2 2.0 - 0.32 - 

3 8.0 - 0.30 - 

4 14.0 - 0.68 - 

5 11.0 - 0.53 - 

6 17.0 - 1.00 - 

7 25.0 6 (0.002) 1.52 (6) 

8 28.0 7 (0.02) 1.56 - 

9 28.0 8 (0.02) 1.72 8 

10 30.0 9 (0.05) 1.59 - 

 

Оценка K = 8 по критерию Дарбина-Ватсона была в данном эксперименте 

отвергнута, так как вкладом 8-го сингулярного вектора в матрицу данных можно 

пренебречь из-за относительной малости соответствующего сингулярного числа 

(Рисунок 1.7). 

Помимо критерия Дарбина-Ватсона, в качестве критерия случайности 

элементов как матрицы остатков так и самих сингулярных векторов uj нами 

предложено использовать непараметрический критерий серий Вальда-

Вольфовица [78,82], позволяющий получать несмещенные и состоятельные 

оценки при малых объемах выборок (параметрические критерии, как правило, 

требуют объема не менее 1000) и заранее неизвестных законах распределения 

[83]. Статистика Вальда-Вольфовица проверяет случайность чередования 



 66

положительных (А) и отрицательных (B) элементов в бинарной 

последовательности AAABBBAAAAABA (в нашем случае - знаков 

последовательных элементов сингулярных векторов). Пусть NA-число 

положительных точек (значений элементов сингулярного вектора), NB- 

отрицательных, NR- число групп тех и других. Матожидание и дисперсия числа 

групп 
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используется для проверки нуль-гипотезы о том, что последовательность не 

случайна. Гипотеза отвергается, если 
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где критерий 
 


R

RR
ND

NMN   имеет нормальное распределение Z с нулевым 

матожиданием и единичной дисперсией. Q – уровень значимости критерия. Таким 

образом, с помощью критерия Вальда-Вольфовица проверяют гипотезу о том, что 

последовательные элементы левых сингулярных не являются выборкой из 

случайной последовательности. 

Практическим примером рутинного использования метода оценки числа 

компонентов с помощью статистического анализа элементов сингулярных 

векторов матрицы данных может онлайновый анализ измерений малоуглового 

рассеяния с помощью разработанной автором программы SVDPLOT, которая 

входит в состав пакета обработки экспериментальных данных PRIMUS 

[А34] - часть программного комплекса анализа данных малоуглового рассеяния 

рентгеновских лучей и нейтронов ATSAS, который открыт для свободного 

использования (Data analysis software ATSAS, URL http://www.embl-

hamburg.de/biosaxs/software.html). На Рисунках 1.8-1.11 показан пример 

мониторинга набора фреймов (то есть данных интенсивности малоуглового 

рассеяния, измеряемых последовательно в процессе эксперимента с одинаковыми 
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временами накопления). Цель мониторинга заключается в определении момента 

начала радиационного повреждения образца, или динамики появления 

компонентов в процессе протекающей в образце реакции. Совпадающие фреймы 

в дальнейшем объединяют в одно измерение. В процессе повреждения или 

другого изменения образца с его объеме появляются новые компоненты, что 

приводит к увеличению числа компонентов в данных измерений и изменению, 

как следствие, формы кривых рассеяния. Эти изменения можно контролировать 

не только с помощью рассмотренных в следующих разделах критериев различия 

формы одномерных контуров, но и с помощью оценивания ранга матрицы данных 

(составленной из отдельных фреймов) методом сингулярного анализа. Так как 

фреймы в наборе данных должны совпадать, то ранг матрицы измерений должен 

быть равен 1. Сингулярный анализ позволяет не только зафиксировать момент 

увеличения ранга, но и в ряде случаев предоставить более детальную 

информацию о происходящих в образце изменениях, еще до предварительной 

обработки данных и вычитания рассеяния буферным раствором для его 

компенсации. В качестве примера можно привести результаты on-line обработки 

последовательности измерений водного раствора белкового комплекса на 

синхротронной станции малоуглового рассеяния X33 (EMBL c/o DESY, Гамбург, 

Германия). Время измерения одного фрейма составляло 15 сек.  

Из Рисунка 1.8 видно, что изменения в форме кривых рассеяния 

начинаются практически сразу. Форма сингулярных векторов (Рисунок 1.9) 

свидетельствует о наличии двух основных компонентов в наборе данных, о чем 

говорят и критерии проверки гипотез об отсутствии автокорреляции в 

последовательности элементов левых сингулярных векторов (Таблица 1.3).  
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Рисунок 1.8 - Данные 8 последовательных измерений интенсивности 
малоуглового рассеяния от образца раствора белкового комплекса в трис-буфере 
на синхротронной станции X33 (EMBL c/o DESY, Гамбург, Германия). Видно, что 

интенсивность рассеяния в центральной области углов растет со 
временем - нумерация фреймов идет снизу вверх. По оси абсцисс отложены 

значения логарифма модуля вектора рассеяния 


 sin4
s , λ – длина волны, 2θ - 

угол рассеяния. 
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Рисунок 1.9 - Левые сингулярные векторы uj матрицы данных (Рисунок 1.8, 
представленные в виде спектральных контуров. Контуры смещены по вертикали, 

нулевые линии показаны отдельно для каждого вектора. Единицы на осях 
аналогичны Рисунку 1.8. 
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Таблица 1.3. Значения критерия согласия Вальда-Вольфовица (1.32) и 

Дарбина-Ватсона (1.14), рассчитанные для сингулярных векторов набора данных 

малоуглового рентгеновского рассеяния (Рисунок 1.8). 

Номер 
сингуляр-

ного 
вектора 

Величина 
критерия 
Вальда-

Вольфовица 
(1.32) 

Нижний и 
верхний 
уровни 
значи-

мости для 
(1.32) при 

P=0.95 

Вывод о 
числе 
компо-
нентов 

 

Величина 
критерия 
Дарбина-
Ватсона  

(1.14) 

Вывод о 
числе 

компонентов 
(при уровне 
значимости 

0.05) 

1 1.0 0 - 1.6*10-2 - 

2 0.88 9.4*10-3 

4.7*10-2 

> 1 7.1*10-2 > 1 

3 -0.24 -1.98 

1.98 

2 1.4 > 2 

4 -1.79 -1.98 

1.98 

< 4 2.1 3 

5 -1.56 -1.98 

1.98 

< 5 2.4 < 5 

6 0.71  -1.98 

1.98 

< 6 1.9 < 6 

7 -2.9 -1.98 

1.98 

7? 1.7 < 7 

8 -2.2 -1.98 

1.98 

8? 1.7 < 8 

 

Здесь необходимо дать пояснения. При оценивании числа компонентов 

согласно приведенной таблице, необходимо сделать выбор между 2, 3, 7 и 8 

компонентами. Общим правилом может служить выбор минимальной из 

полученных оценок, так как оценки 7 и 8 соответствуют слишком малым 

величинам сингулярных чисел (Рисунок 1.10) и неслучайный характер элементов 

7-го и 8-го сингулярных векторов по критерию Вальда-Вольфовица чаще всего 

обусловлен наличием малых систематических дрейфов оборудования и условий 
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измерения и их вклад в экспериментальные контуры данных очень мал. Таким 

образом, можно сделать вывод, что число компонентов в наборе данных равно 2 и 

они, вероятно, соответствуют димерным и мономерным макромолекулам в 

исследуемом растворе. 

 

Рисунок 1.10 – График логарифмов сингулярных чисел матрицы данных Рисунка 
1.8. R2 критерий для линейной аппроксимации правого участка графика равен 
0.69 ~ 0.7. Выше прямой линии располагается 2 сингулярных числа, которые 

соответствуют числу значимых компонентов. 
 

Еще один предлагаемый способ оценки числа компонентов и качества 

решения, который был успешно применен в программах анализа данных 

малоуглового рассеяния, рассматриваемых во 2-й части работы, основан на 

оконном расчете критерия автокорреляции элементов сингулярных векторов и 

векторов остатков (разностей между экспериментальными данными и контурами, 

восстановленными в результате той или иной аппроксимации). Критерий 

рассчитывают внутри окна, охватывающего заданный пользователем участок 

данных (мы рекомендуем 10% от всего диапазона, но не менее 20 точек в окне) и 

приписывают полученное значение центральной точке окна. Концевые участки 

рассчитывают по половине функции окна. В качестве сканирующей функции 
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предложено применять трапецеидальный контур с отношением оснований 1:2 

(возможны и другие варианты функций окна, если для их выбора имеются 

достаточные основания). Графики зависимости величины критерия, построенные 

в шкале абсцисс исходных спектров наглядно демонстрируют области, в которых 

присутствуют систематические отклонения (значение DW (1.14) менее 1.7) и 

которые соответствуют случайным шумам (1.7 < DW < 2.2). Граничные величины 

критериев значимости указаны здесь для типичного случая числа точек в 

тестируемой последовательности внутри окна 30-100 и уровне значимости 

гипотезы о наличии корреляций 0.05.  

На Рисунке 1.11 показаны графики критерия DW для приведенного выше 

примера анализа данных малоуглового рассеяния. Критерий DW рассчитан для 

матрицы остатков (уравнение 29) D - Dk, где D - исходные экспериментальные 

данные,  - матрица, восстановленная по первым k сингулярным 

векторам, k представляет собой оценку числа компонентов. Ширина окна 

сканирования в данном примере составляла 10% (210 точек) от всего диапазона 

данных. Из Рисунка видно, что график статистики для 3-го сингулярного вектора 

близок к диапазону 1.7 - 2.2 и данный вектор можно считать состоящим из 

"независимых случайных" величин, что подтверждает гипотезу о наличии 2 

основных, или как их называют, значимых, компонентов. Значительные 

отклонения в графиках с номерами 3 - 8 говорят о наличии малоинтенсивных 

компонентов, которые можно отнести к приборным искажениям, так как ширина 

пиков выбросов слишком мала для того, чтобы соответствовать гладкому 

угловому характеру зависимости малоуглового рассеяния от разупорядоченных 

систем наночастиц. Расчеты были сделаны с помощью разработанных автором 

программ SVDPLOT и многоцелевой программы графического анализа данных 

SASPLOT [А34]. 

T
kkkk VUD 
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Рисунок 1.11 - Графики оконной статистики Дарбина-Ватсона для элементов 
левых сингулярных векторов матрицы данных Рисунка 1.8 (левая панель) и 
элементов матрицы остатков для гипотезы о числе компонентов, равному 2 

(правая панель). Номера графиков 1 - 8 соответствуют номерам сингулярных 
векторов или номерам экспериментальных кривых рассеяния. Каждый график 

критерия показан со смещением по вертикали в рамке, соответствующей 
значениям 0 < DW < 4.0, уровни критических значений 1.7, 2.0 и 2.2 (см. текст) 
показаны внутри рамок тремя горизонтальными линиями. Значения критерия 
внутри диапазона 1.7 - 2.2 соответствуют отклонению гипотезы о наличии 

автокорреляций в окне сканирования. Длина окна 10% от углового диапазона, 
показанного на оси абсцисс. 
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1.3.6 Использование эталонных спектров и библиотечный поиск 

 

Другой предложенный нами метод, достаточно удобный для работы 

эксперта, основан на преобразовании проектирования эталонного спектра 

компонента, заведомо присутствующего в смеси, на подпространства, образуемые 

возрастающим числом левых сингулярных векторов. Эта операция известна в 

литературе по факторному анализу под названием Target Transformation [1]. В 

нашей работе [А2] мы ранее предложили вычислять проекцию по уравнению 

(1.23). Впоследствии это метод был дополнен нами статистическим анализом 

вектора разности между исходным вектором и его проекцией с использованием 

критерия Дарбина-Ватсона. Пусть t - вектор-спектр чистого вещества из 

библиотеки, p - его проекция на пространство столбцов матрицы данных D. 

Использование наборов спектров родственных смесей вместо одного позволяет 

упростить численные процедуры проверки присутствия компонента. Методы 

контроля в этом случае основываются на уже упоминавшемся факте, что при 

отсутствии экспериментальных ошибок вектор-спектр истинного компонента 

должен лежать в гиперплоскости AOD, образуемой спектрами смесей (см. 

Рисунок 1.1). Следовательно, для проверки решений необходимо организовывать 

процесс численной оценки степени близости эталонного спектра к 

подпространству смесей. При совпадении числа базисных векторов с истинным 

числом компонентов спектр проекции совпадает с эталонным с точностью до 

случайных ошибок и увеличение размерности подпространства не приводит к 

существенному увеличению критериев сходства, в качестве которого в 

простейшем случае можно использовать коэффициент корреляции, обратную 

величину угла между векторами, косинус угла и т.п. В нашей работе [А2] в 

качестве критериев присутствия пробных спектров мы ранее использовали 

величину (косинуса) угла между t и p, 
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а также коэффициента корреляции, вычисляемого по формуле 
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Наиболее сложным оказывается выбор пороговой величины критерия 

присутствия компонента в смеси. Практика решения модельных задач показала, 

что для ИК-спектров органических соединений за пороговые значения критериев 

можно принимать величину угла = 8 – 10о, r = 0,92 - 0,95. Визуальное сравнение 

спектров t и p мы не рекомендуем использовать, т.к. внешне похожие контуры 

могут давать совершенно неудовлетворительные значения критериев. Аналогично 

предыдущему методу, критерием совпадения проекции с эталоном могут быть 

непараметрические критерии случайности выборки, примененные к вектору 

разности между эталоном и проекцией. В Таблице 1.4 приведены результаты 

определения числа компонентов для набора спектров №2 (Рисунок 1.4) при 

проектировании известных спектров для каждого из компонентов. В данном 

случае применен критерий величины угла между вектором эталонного спектра t 

(Рисунок 1.1) и его проекцией на пространство столбцов матрицы #D , 

восстановленную по уравнению (1.2) при разном числе сингулярных векторов, 

начиная с 3-х (соответствующие сингулярные числа упорядочены в убывающем 

порядке). Скачкообразное уменьшение величины угла соответствует числу 

векторов, равному числу компонентов. 
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При использовании этого метода в наборы смесей можно искусственно 

добавлять известный компонент и использовать его в качестве эталонного. 

 

Таблица 1.4. Проектирование известных спектров компонентов на 
подпространство столбцов матрицы данных 6-компонентной смеси №2. 
Приведены величины углов (в градусах) между вектором известного компонента 

и его проекцией на матрицу #D , восстановленную с использование гипотез K = 
1,2,...10. Скачок величины угла (уменьшение) соответствует числу компонентов, 
уменьшенному на 1. Оценка, равная 6, совпадает с истинным числом основных 
компонентов. 

 
Гипотеза о 

числе 

компонентов 

10 8 6 5 4 3 

Компонент  

изооктан 1.52 1.53 1.95 5.7 14.5 20.0 

бензол 6.1 6.5 8.5 28.7 41.1 44.8 

толуол 8.1 9.0 10.0 41.0 45.3 53.8 

диэтиловый 

эфир 
1.93 2.54 3.0 8.83 20.0 21.8 

ацетон 2.83 3.62 5.1 10.4 31.3 48.0 

амилацетат 0.81 0.82 1.60 2.70 9.73 17.3 

 

Помимо упомянутых критериев сходства в [84] выделено три группы 

сходных процедур сравнения, дающих на практике удовлетворительные 

результаты. Первая заключается в явном вычислении расстояния между 

векторами t и p, например, методом ортогонализации Грама-Шмидта. Это 

расстояние представляет, по сути, величину невязки для несовместной системы 

линейных уравнений tpx D . Второй метод, Target Transformation Analysis 

(TFA), на самом деле полностью аналогичен первому за исключением того, что 

матрица D перед проектированием аппроксимируется матрицей #D  меньшего 

ранга, равного предполагаемому числу компонентов. Третий метод (Bessel's 
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inequality test) заключается в вычислении длины проекции p при условии, что t 

нормирован к 1. Коэффициент сходства, b, вычисляют в виде суммы скалярных 

произведений t с K первыми сингулярными векторами D: 

  



K

k
k

Tb
1

2
ut . (1.35) 

Он принимает значения от 0 до 1 и равен, по сути, квадрату длины проекции p. 

Близкое к единице значение b является свидетельством хорошего соответствия 

данных. 

В нашей работе мы предложили для проверки приемлемости эталонного 

спектра использовать аппарат теории квадратичных форм, применяемый к 

соотношению 

  ,  (1.36) ttsss  TT UUQ ##),(

где  - левая сингулярная матрица, в которой оставлено K первых столбцов. 

Утверждается [73], что Q распределена как χ2 с N - K степенями свободы. 

Несмещенная оценка дисперсии Q равна  

#U

  
KN

Q
Q 
2 . (1.37) 

Здесь нужно заметить, что s представляет собой вектор расстояния между 

эталонным спектром t и его проекцией на #D . Величину ошибки в матрице 

данных вычисляют аналогично, используя в качестве пробных спектров сами 

спектры смесей d и проектируя их на #D : 

     d-dd-d  TTT
D UUUUQ ####  , (1.38) 

QD имеет χ2 распределение с N - K степенями свободы. Поэтому оценка дисперсии 

равна 

 
KN

QD
D 
2 . (1.39) 

Для нормированной по столбцам матрицы D соответствующая оценка равна 
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Используя величину 
tt 


T

Q
p2 , проверяют Фишеровское отношение дисперсий 

 
2

2

D

QF



   (1.41) 

с N-K-(M-1)(M-K) степенями свободы. Задаваясь определенным уровнем 

значимости p, по величине F принимают или отвергают гипотезу о приемлемости 

пробного спектра в качестве компонента и, следовательно, гипотезу о 

правильности оценки числа компонентов K. В работе [73] отмечается, что для 

рассмотренного метода имеются два ограничения: пробный вектор t должен 

отстоять от подпространства #D  далее, чем любой из векторов-спектров смесей dj 

(иначе будут получаться отрицательные величины дисперсии) и должно 

соблюдаться неравенство  

(N - K) > M (M - K), 

чтобы  был определен. Легко видеть, что данный метод неприменим и в 

случае, когда N-K близко к (M-1)(M-K):  тогда может принимать 

необоснованно большие значения. 

2
Q

2
Q

Используемый нами в работе критерий автокорреляций Дарбина-Ватсона 

(1.14), был применен к элементам вектора s (1.36). Однако, из-за возможного 

наличия систематических ошибок в D его непосредственное использование для 

принятия решения о числе компонентов также невозможно, но решение можно 

принимать по наличию скачка на графике этого критерия относительно числа 

используемых в (1.36) сингулярных векторов. 

Рассмотренные оценки справедливости гипотезы о присутствии 

индивидуального спектра в наборе спектров смесей могут использоваться для 

анализа данных методом библиотечного поиска. Надежность решения в данном 

случае зависит от полноты базы спектроскопических данных. 
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1.3.7 Определение состава единственного спектра смеси с помощью набора 

эталонных спектров 

 

Если исследователь располагает информацией о возможном составе смеси 

и соответствующими спектрами компонентов, то проверить их наличие можно 

простым способом, решая систему линейных уравнений относительно 

неизвестных вкладов компонентов C при восстановлении единственного 

доступного спектра смеси. При этом можно рассмотреть два подхода к 

получению ответа на вопрос о ее составе.  

Первый подход заключается в анализе качества восстановления исходного 

контура путем решения методом наименьших квадратов (если число отсчетов N 

превышает число компонентов K) системы линейных уравнений  

  Jc E , (1.42) 

где E - N x K матрица системы, столбцы которой представляют собой априори 

заданные спектры пробных компонентов, J - спектр исследуемой смеси, c - вектор 

искомых спектральных вкладов (концентраций). Критериями качества решения 

могут служить, помимо суммарной квадратичной невязки или величины хи-

квадрат, критерии случайного характера остатков, рассмотренные в разделе 1.3.1. 

Суммарный критерий качества, разумеется, должен включать критерий 

неотрицательности концентраций. Отрицательное относительное значение 

концентрации означает неверность гипотезы о составе, то есть отсутствие 

соответствующего компонента в смеси и / или неверность набора компонентов в 

целом.  

Второй подход основан на решении системы (1.42) методом 

неотрицательных наименьших квадратов, то есть поиске минимума суммарной 

квадратичной невязки 2Jc E  при условии Kici ,...,1,0  . В этом случае 

основную роль при оценке приемлемости решения играют критерии невязки и 

статистики остатков Jc E . 

Оба подхода были реализованы при участии автора в программе анализа 

данных малоуглового рентгеновского рассеяния от многокомпонентных 
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разбавленных растворов наночастиц OLIGOMER, которая входит в программный 

пакет PRIMUS [А34]. Естественно, данная программа носит общий характер и ее 

применение не ограничивается анализом данных интенсивности малоуглового 

рассеяния. 

На практике, определение состава смеси по данным малоуглового 

рассеяния носит характер вспомогательной задачи, которая решается в процессе 

предварительного анализа данных и выделения данных рассеяния от одного из 

компонентов, например, как это сделано в [85]. 
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1.4 Методы разделения спектров смесей 

 

Расчет спектров индивидуальных компонентов и их концентраций только 

по экспериментально полученным смешанным спектрам представляет собой одно 

из важных направлений хемометрии. Эта группа методов, рассмотренная в 

разделе 1.1, объединена названием "Self Modeling", или "автомоделирование". Во 

многих случаях этот подход оказывается единственно доступным способом 

определения контуров сигналов компонентов в смесях неизвестного состава. 

Цель автомодельного разделения смешанных контуров сигналов 

заключается в выделении контуров компонентов без использования физико-

химической модели или априорной информации о системе. К преимуществу 

автомоделирования относится его применимость ко многим типам 

спектроскопических данных, быстрота получения ответа и возможность 

относительно простого учета любой дополнительной информации. 

Число работ, посвященных применению алгоритмов разложения для 

качественного и количественного анализа смесей сложного состава, не так 

велико, как можно было бы ожидать. В какой-то мере это обусловлено 

практической сложностью статистического обоснования приемов факторного 

анализа и формализации физически обоснованных требований к решению – 

фильтров неоднозначности.  

В данной работе предложен сравнительно простой для использования 

метод разделения, использующий в качестве фильтров решений такие очевидные 

требования как неотрицательность компонентов и соответствующих им 

концентраций в совокупности с требованиями простоты формы и максимального 

различия индивидуальных контуров. Для данного набора условий можно 

сформулировать условия существования единственного решения.  
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1.4.1 О единственности решения задачи разложения 

 

Основным вопросом в анализе смешанных сигналов является то, какие 

свойства формы контуров компонентов могут обеспечивать их нахождение 

единственным образом. Существует, по крайней мере, одно такое свойство: 

наличие в спектрах компонентов областей взаимной неперекрытости, 

расположенных таким образом, что в любой паре спектров смесей должны 

найтись, по крайней мере, два участка, ненулевая интенсивность которых 

обусловлена только одним компонентом, своим для каждого участка (условия 

Аленцева-Фока [22 - 24]). Это условие на практике оказывается очень жестким и в 

дальнейшем мы покажем, что его можно значительно ослабить. 

Для метода, предложенного в [22], важно наличие именно участков 

неперекрытости, а не отдельных точек, т.к. он основан на поиске таких областей 

путем анализа кривых отношений двух контуров спектров смесей. Аналогичный 

метод расчета был позднее предложен в [64], а также применен к анализу 

"многомерных" данных (спектров испускания-возбуждения в люминесцентном 

анализе) [86]. Основная трудность при реализации схемы разделения Аленцева-

Фока заключается в нахождении неперекрытых областей в присутствии 

спектроскопических шумов. Таким областям должны соответствовать 

горизонтальные участки в кривых отношения двух исходных смешанных 

контуров. Даже сравнительно небольшие спектральные шумы и другие 

нарушения аддитивности спектров смесей приводят к существенным искажениям 

горизонтальности и максимальное число компонентов ограничивается на 

практике 2-3.  Сам способ получения спектров компонентов в работе [22] может 

рассматриваться как доказательство достаточности условий неперекрытости 

Аленцева-Фока для единственности решения. Легко также получить 

доказательство этого аналитически, считая известными относительные 

концентрации компонентов в смесях. Эти концентрации при соблюдений условий 

Аленцева-Фока можно однозначно определить из анализа спектров смесей, 

например, при помощи оригинальной процедуры [22], основанной на вычислении 



 83

коэффициентов отношения спектров смесей по областям, в которых 

индивидуальные спектры неперекрыты. Если же известны относительные 

спектральные вклады (матрица C), то задача определения спектров сводится к 

решению невырожденной (при линейной независимости кривых 

концентрационного распределения компонентов по смесям) системы линейных 

уравнений (02)  CXD  . 

Можно показать, что условия Аленцева-Фока являются и необходимыми. 

В самом деле, если предположить, что некоторое решение единственно, хотя 

спектры компонентов перекрыты полностью и от них не требуют наличия 

взаимно неперекрытых участков, то из этого решения путем каких-либо линейных 

комбинаций индивидуальных спектров (а они теперь допустимы, т.к. не выводят 

результирующие спектры из неотрицательного подпространства возможных 

решений AOD, см. Рисунок 1.1) можно получить новое решение в виде 

разложения (1.1) с другими матрицами X и C. Полученное противоречие с 

исходным предположением о единственности и доказывает необходимость 

условий Аленцева-Фока для однозначности разложения (1.1). Следовательно, 

решение задачи о нахождении спектров компонентов по спектрам родственных 

смесей при отсутствии другой априорной информации имеет единственное 

решение (совпадающее с истинными индивидуальными спектрами) тогда и 

только тогда, когда выполнены условия неперекрытости Аленцева-Фока. 

Доказав этот факт, мы разработали численные методы, использующие 

информацию о наличии (но уже не обязательно расположении) нулевых участков 

или отдельных точек в спектрах компонентов (получаемую, например, из анализа 

горизонтальных участков в кривых отношений двух спектров смесей, как в [22], 

или каким-либо другим образом) [А5]. Однако на практике учет неперекрытых 

точек лучше вводить в виде штрафного члена в целевую функцию задачи, как это 

рассмотрено в разделе 1.4.3. 

Некоторые авторы [30,31] в виде необходимых и достаточных условий 

единственности разложения (2) рассматривают "условия разрешимости" вида 
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которые ограничивают минимальное число условных уравнений в (2) при 

неизвестных X и С. Однако, соотношение (2) при этом вовсе не является системой 

линейных алгебраических уравнений, так как содержит произведение 

неизвестных X и С. Поэтому подсчитывать число условных уравнений для 

выведения "условий разрешимости", как это сделано в [87], некорректно, даже 

рассматривая их в совокупности с разнообразными требованиями нормировки 

спектров и соответствующих относительных концентраций. Впрочем, условиями 

единственности в [33] считают совокупность условий неперекрытости как 

спектров компонентов, так и кривых их концентрационного распределения по 

смесям, что есть, по сути, есть "двойные" условия Аленцева-Фока, которые 

можно использовать и независимо, но на практике они оказываются слишком 

жесткими и редко выполняемыми. 

Метод Аленцева-Фока неприменим, когда в спектрах компонентов 

участки неперекрытости малы или даже представляют собой единичные точки 

(иногда это можно преодолеть более подробной оцифровкой спектров). Многие 

известные методы разложения спектров сложных смесей позволяют учесть эти 

свойства индивидуальных спектров, не проводя специального поиска точек 

неперекрытости, как это реализовано в методах, рассматриваемых в данной 

работе, а также в относительно недавно разработанных пакетах программ 

RADICAL, SIMPLISMA, MCR-ALS, MILCA, SNICA (раздел 1.1). Однако, для 

обеспечения надежности решения, доказательство выполнимости условий 

Аленцева-Фока необходимо получать каким-либо другим способом, из 

физических соображений, или привлекая дополнительную информацию о задаче. 
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1.4.2 Метод итерационного проектирования с отбором признаков 

 

Располагая набором спектров смесей, спектр одного компонента можно 

найти с помощью предлагаемой нами процедуры, задавая одну или несколько 

ненулевых точек в пробном спектре t1 (Рисунок 1.1), отвечающих положению 

наиболее интенсивного пика в спектрах смесей и проектируя t1 на 

подпространство столбцов матрицы с помощью преобразования  

 ,  (1.45) 11 tp  TUU

где p1 – вектор проекции. Матрица U здесь – матрица левых сингулярных 

векторов из разложения (1.2). Операция проектирования обеспечивает одно из 

условий допустимости решений - спектров проекций: они представляют собой 

линейные комбинации спектров смесей. Это условие и наличие 

спектроструктурных корреляций не позволяют сконструировать спектры 

компонентов из имеющихся в спектрах смесей полос произвольным образом. 

Как уже сказано, на первом этапе за начальное приближение t1 берут 

искусственно приготовленный спектр, состоящий из одной или нескольких 

интенсивных полос, заведомо содержащихся в искомом индивидуальном контуре. 

Их относительные интенсивности, форму и положение можно не стремиться 

указывать совершенно точно, желательно лишь не включать в их число "чужие" 

интенсивные полосы, т.к. это иногда может несколько осложнить дальнейшую 

процедуру. В нашей практике обработки ИК-спектров органических соединений в 

качестве стартового мы брали спектр, состоящий всего из одной полосы. Опыт 

показывает, что лучше начинать с максимальной по интенсивности полосы в 

спектрах смесей, хотя всегда возможны другие варианты. 

Полученную оценку p уточняют в итерационном процессе, который 

заключается в последовательном конструировании очередного пробного вектора 

t2 из p1 , полученного на предыдущем шаге, путем зануления всех отрицательных 

участков и тех полос, которые резко уменьшились после проектирования (из-за 

чего можно предположить, что они оказались "чужими"). Во-вторых, в спектре 

проекции можно усилить вновь появившиеся полосы, т.к. они могут оказаться 
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присущими компоненту, но не учтенными на предыдущем шаге. Нами 

рекомендуется занулять все участки, кроме второго по интенсивности пика. 

После этого полученный контур опять проектируют на и отмечают степень 

изменений. Последнее можно делать визуально, или с помощью какого-нибудь 

численного критерия сравнения двух спектров (коэффициента корреляции (1.34), 

косинуса угла (1.33) и т.п.).  

Процедуру проектирования и модификации спектра проекции повторяют 

до тех пор, пока векторы tn и pn перестают меняться в основных деталях (в случае 

отсутствия шумов они должны совпасть с истинными спектрами компонентов с 

точностью до масштаба) [А2, 88]. Когда фиксация группы последовательно 

найденных полос не вызывает появления новых при проектировании, необходимо 

поочередно исключать как основные, так и малоинтенсивные полосы из 

полученного контура с помощью аналогичной последовательности операций. 

Если эта последовательность покажет, что чужих полос в найденном спектре нет 

(это видно из того, что исключаемые полосы восстанавливаются после 

проектирования), то финальный спектр проекции принимают за спектр чистого 

компонента. 

Когда все полосы в спектрах смесей исчерпаны и найдены спектры 

компонентов, проводят расчет соответствующей концентрационной матрицы C по 

уравнению, аналогичному (1.1). Отрицательность элементов этой матрицы 

свидетельствует о неправильной форме индивидуальных спектров и их следует 

исправить путем зануления отрицательных значений в C и расчета 

соответствующей матрицы компонентов X с последующей повторной коррекцией 

результирующих спектров с помощью проектирования. На этом этапе можно 

привлекать дополнительные сведения о концентрационном распределении 

компонентов по смесям и вводить соответствующие поправки в X. В любом 

случае, эти сведения можно проверить по виду соответствующих спектров 

компонентов. 

Являясь проекциями на пространство столбцов D, полученные 

индивидуальные спектры точно (в пределах ошибок исходных данных, если при 
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проектировании брали число базисных векторов в U меньше числа смесей) 

воспроизводят весь набор спектров смесей и, следовательно, удовлетворяют 

разложению (1.1). С другой стороны, следует отдавать себе отчет в том, что 

найденное решение лишь приближенно совпадает с истинными спектрами 

компонентов, если при его получении мы не требовали выполнение условий 

неперекрытости Аленцева-Фока, т.е. не требовали нулевой интенсивности в 

заранее известных участках или точках спектров. На степень совпадения 

оказывают большое влияние такие факторы, как уровень ошибок в D, степень 

близости спектров компонентов (чем они ближе друг к другу, тем хуже 

обусловлена D и больше вероятность искажения решений), степень разделения 

компонентов в смесях (чем она хуже, тем больше число обусловленности C – 

отношение максимального к минимальному сингулярных чисел матрицы, и тем 

сильнее искажения в X). Все эти моменты, как правило, выясняются только в ходе 

самого анализа. 

Существенное ограничение этого метода состоит в необходимости 

априорного знания расположения малоинтенсивных участков в спектрах 

компонентов. Если эту информацию извлекать при помощи процедуры Аленцева-

Фока [22], то нет необходимости использовать метод итераций, т.к. спектры 

компонентов будут вычисляться в процессе поиска неперекрытых зон. Однако, 

как показала практика, при числе компонентов более 2-х и наличии 

спектроскопических шумов, процедура Аленцева-Фока, являясь разностным 

методом, не может обеспечить нахождение некоторых из индивидуальных 

спектров. Метод итерационного проектирования оказывается в этом случае 

значительно устойчивее и поэтому предпочтительнее.  

При поиске остальных компонентов можно использовать требование 

максимального отличия получаемых контуров. Критерии различия будут 

рассмотрены далее. 

На Рисунке 1.12 показаны результаты итерационного проектирования для 

трех компонентов 5-компонентного набора ИК-спектров смесей №2 (Рисунок 

1.4).  
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Рисунок 1.12 - Шаги восстановления с помощью преобразования 
проектирования спектров компонентов из спектров 5-компонентных смесей. 
Спектр ацетона (а), циклогексанона (б) и диэтилового эфира (в). 1 - исходный 

спектр t1, 2 - 5 - спектры проекций p1-4 для последовательных шагов 
проектирования, 6 - спектры компонентов, измеренные для чистых веществ. 

 

При рассмотрении спектров смесей было видно, что первая слева 

интенсивная полоса поглощения (при 1717 см-1) изменяла положение максимума 

при варьировании их состава от 1718 до 1716 см-1 и при этом менялась форма ее 

крыльев. Этот факт позволил предположить, что данная полоса есть суперпозиция 

двух полос, принадлежащих разным компонентам. И действительно, из Рисунка 

12(а,б) видно, что, если в качестве исходного спектра задавать контур, состоящий 

только из полосы 1718 см-1 или только 1716 см-1, можно найти два спектра, 

различающиеся в других областях - спектры ацетона и циклогексанона. Следует 

отметить, что выделение спектра циклогексанона не представляло особых 

трудностей, а для ацетона сходимость метода оказалась значительно хуже, пока 



 89

не была достигнута правильная форма полосы при 1718 см-1. Сложность 

нахождения этих спектров заключалась именно в том, что наиболее характерные 

спектральные признаки у них существенно перекрыты, а остальные участки 

малоинтенсивны и перекрыты с другими компонентами. Выделение остальных 

спектров не представило трудностей, т.к. они были достаточно характеристичны. 

Эксплуатация программы, реализующей описанный способ, показала, что 

наиболее эффективен именно диалоговый режим работы, при котором 

исправления в спектры вносит оператор, наблюдая их на экране дисплея. 

Запрограммировать автоматический режим работы для всех случаев достаточно 

трудно, так как при этом необходимо создавать эффективные и универсальные 

алгоритмы распознавания и анализа спектральных образов, формализующие 

процессы исправления. С другой стороны, диалоговый режим позволяет эксперту 

легко и наглядно использовать всю доступную информацию о решаемой задаче. 
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1.4.3 Метод итерационного моделирования индивидуальных спектров с 

использованием дополнительной информации и ограничений 

 

Существует группа задач, в которых даже точная исходная информация не 

обеспечивает совпадения решений с истинными индивидуальными спектрами. 

Главная особенность рассматриваемого случая состоит в том, что имеется 

множество допустимых вариантов решения, которые формально удовлетворяют 

основным условиям. Выделение из этого множества решений одного требует 

привлечения самой разнообразной дополнительной, часто трудно формализуемой 

в рамках используемого метода разложения, информации. Это, в свою очередь, 

может приводить к субъективности оценок индивидуальных спектров. 

Необходимо подчеркнуть, что субъективность состоит не в полной 

произвольности выбора решения (оно всегда должно удовлетворять условиям 

аддитивности и неотрицательности спектров и концентраций), а в субъективности 

оценки важности дополнительной информации, которая (оценка) в дальнейшем 

примет вид весового коэффициента. В этом разделе мы рассмотрим 

разработанный нами метод поиска, относящийся к группе Self Modeling, 

основанный на сингулярном анализе матрицы данных и позволяющий учитывать 

разнообразную дополнительную информацию о задаче и требования к решению. 

Метод поиска является универсальным и мы применили его к решению задач 

спектроскопического анализа, а методы коррекции данных к малоугловому 

нейтронному рассеянию [А1–А5,А8,А10–А13,А17,А26]. 

Под дополнительной информацией мы будем понимать наличие 

известных спектров компонентов, под требованиями – условия 

неотрицательности спектров и концентраций компонентов (сигналов), 

максимальное различие контуров индивидуальных сигналов и их простота. 

Большинство методов решения задач спектрального разложения 

используют различные численные процедуры, как правило, адаптированные к 

конкретному типу используемой дополнительной информации. При всех 

различиях подходов их объединяет то, что поиск векторов-спектров компонентов 
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ведут в областях допустимых решений линейной задачи (AOB и COD на Рисунке 

1.1). Так или иначе, поиск спектров можно свести к построению линейных 

комбинаций векторов, образующих некоторый базис подпространства спектров 

смесей. Таким базисом можно считать как саму матрицу векторов-спектров 

смесей, так и ортонормированный набор левых сингулярных векторов матрицы U. 

Предлагаемый нами подход основан на построении последовательности 

пробных спектров компонентов  

  , 



L

j
jkijik yux

1

MLK  ,  (1.46) 

с коэффициентами yjk, которые есть искомые параметры и аргументы некоторой 

целевой функции W(y), точка минимума которой должна удовлетворять 

используемым ограничениям и условиям, отражающими разнообразную 

дополнительную информацию. Здесь K - число компонентов, M - число смесей, 

L - число сингулярных векторов в сумме. Вектор аргументов y здесь означает 

искомые параметры, по которым будут восстановлены (смоделированы) спектры 

компонентов.  

Особенность предложенного метода заключается в том, что при наличии 

неперекрытых точек в спектрах компонентов нет необходимости включать в 

целевую функцию невязку RES между модельными спектрами смесей, 

рассчитываемыми по соотношению  

  D# = Xn Cn,  (1.47) 

где n – номер шага, или итерации поиска, и экспериментальными данными: 

  21
nэксп DD

KMN
RES 


   (1.48) 

Эта невязка определяется матрицей остатков F0 из (1.7): , которая, в 

свою очередь равна произведению сингулярных матриц: 

0# FDD 

T
LMLMLM VUF  0 . 

Индекс M - L обозначает, что в матрицах оставлены последние M - L столбцов, а L 

равно числу первых сингулярных векторов, взятых при построении модельной 

матрицы компонентов (1.46) (сингулярные векторы всегда упорядочены в 
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соответствии с убыванием сингулярных чисел в зависимости от их порядкового 

номера). Таким образом, какие бы пробные спектры компонентов ни вычислялись 

в процессе поиска по (1.46), они будут лежать строго в подпространстве D#, и 

формально удовлетворять условиям решения. Однако, накладываемые на вид 

контуров компонентов ограничения увеличивают минимально возможную 

невязку, которую можно оценить по матрице остатков, вычисляемую с 

использованием сингулярных векторов с индексами L+1,...M, не вошедших в 

число векторов, из которых конструируются спектры компонентов: 

  
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Включение в состав целевой функции невязки (1.48), таким образом, не является 

необходимым в случае выполнения условий неперекрытости, но, как показала 

практика, ускоряет поиск минимума и достижение глобального экстремума в 

задачах большой размерности, при числе компонентов более 4-5. Большое число 

штрафных членов в составе целевой функции часто делает ее мультимодальной, 

то есть может существовать множество локальных минимумов, соответствующих 

разным наборам спектров компонентов, отвечающих совокупности наложенных 

на них условий. В этом случае включение члена с невязкой также улучшает 

сходимость метода. 

Предложенная нами целевая функция W [А8] в расширенном варианте 

имеет следующий вид: 
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где X - матрица пробных спектров компонентов xl, xm – l-й и m-й вектор-спектры 

компонентов, составляющих матрицу X, i = 1,...,N – индекс точки в спектре, k = 

1,...,K – индекс компонента, r – коэффициент корреляции между двумя спектрами.  

Несколько подробнее надо остановиться на втором члене . 

Здесь cond(X) означает число обусловленности матрицы нормированных пробных 

спектров компонентов X, вычисляемое как отношение максимального к 

минимальному сингулярным числам λx - диагональных элементов матрицы 

 21)( Xcond

x  из 

разложения  

  
min

max)(,



 XcondVUX T
xxx . (1.51) 

Число обусловленности в данном случае отражает суммарное сходство вектор-

спектров компонентов, достигая 1 в случае их максимального формального 

различия (но в этом случае, будучи ортогональными, векторы компонентов 

должны содержать отрицательные элементы). Вычитание единицы из критерия 

сходства обусловлено именно этим фактом. С геометрической точки зрения, 

меньшие значения cond(X) соответствуют большим значениям телесного угла, 

образованного векторами компонентов xj.  

Третий и четвертый члены в (1.50) есть штрафы за наличие отрицательных 

элементов в модельных спектрах и за отрицательность элементов 

концентрационной матрицы, определяемой соотношением (1.47). 

Пятое слагаемое, содержащее выражение  

   



 

1

1

2
1

22 )()(
N

i
ikk1,ik hlen xxx  (1.52) 

есть длина нормированного по максимальному элементу спектрального контура, 

аппроксимированного ломаной кривой с шагом h. Длину шага по абсциссе h 

можно выбирать достаточно произвольно, например, так, чтобы   и 2h ikk1,i xx   

в среднем были соизмеримы. h = 0 также оказывается неплохим выбором в 

большинстве случаев, что и реализовано в программе REMIX. Выражение для 

длины выступает в качестве штрафа за сложность спектрального контура. Как 
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уже указывалось, контур спектра нормируют перед вычислением длины, деля его 

на значение максимальной интенсивности. Кажется более разумным использовать 

нормировки к единичной евклидовой норме, или к норме 1 (сумме модулей 

элементов), однако численная проверка показала, что чувствительность целевой 

функции к взаимопроникновению контуров спектров компонентов при таких 

масштабированиях значительно ухудшается. 

Остальные слагаемые в (1.50) являются избыточными, или 

альтернативными соответствующим слагаемым, рассмотренным выше. Так, 

шестое слагаемое содержит выражение 

  





1

2
)()(

N

i
ikkcur ''xx  , (1.53) 

которое пропорционально кривизне спектрального контура, вычисляемой как 

сумма по вторым производным от нормированного по максимальному элементу 

вектор-спектра. Этот критерий также рассматривается как критерий сложности 

спектра. Практика решения модельных и реальных задач показала, что включение 

этого члена в (1.50) в редких случаях помогает достичь более гладких контуров 

спектров, но, как правило, его использование ухудшает обусловленность задачи и 

препятствует получению приемлемого решения. 

7-й и 8-й члены в (1.50) (суммы косинусов углов и коэффициентов 

корреляций между векторами компонентов как критерии попарного сходства 

спектров) также являются по своему смыслу избыточными и соответствуют 

второму члену в сумме (1.50), так как их минимизация также ведет к увеличению 

углов между векторами компонентов. Член  21)( Xcond  отражает интегральную 

по всем компонентам характеристику и при большом сходстве некоторых 

компонентов между собой сходимость алгоритма ухудшается из-за ухудшения 

обусловленности задачи. В этом случае 7-й и/или 8-й члены, непосредственно 

выражающие попарное различие спектров, могут несколько улучшить скорость 

сходимости поиска минимума (1.50). Так 7-й и 8-й члены выражают одно и то же 

требование к решению, их одновременное использование вряд ли целесообразно. 
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Введение нескольких аналогичных по своей сути штрафных членов в 

целевую функцию полезно на практике, так как такие слагаемые обладают разной 

чувствительностью к деталям спектральных контуров, при этом исследователь 

имеет возможность подобрать соответствующие весовые коэффициенты для 

конкретного класса решаемых задач и добиться максимально эффективной 

работы алгоритма.  

Еще одним критерием сходства (или различия) спектров, иногда 

используемым другими авторами в своих работах, является объем многогранника, 

образованного концами особым образом нормированных векторов-спектров 

компонентов [28]. Применение этого критерия резко усложняется с ростом числа 

компонентов, т. к. требует большого объема вычислений по построению 

многогранника, имеющего максимально возможный объем (для этого в [28] с 

достаточно малым шагом генерируют всевозможные пробные неотрицательные 

спектры компонентов и отбирают наилучший вариант). В литературе по 

статистике, помимо коэффициента корреляции, известно несколько критериев 

сходства объектов. Это Евклидова метрика, определяемая квадратом нормы 

разности двух векторов, манхеттенская метрика 
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 и некоторые другие, в 

том числе использующие величину информационной энтропии [36]. Проверка 

соответствующих выражений показала, что они существенно ухудшают свойства 

целевой функции в окрестностях решения из-за невысокой чувствительности к 

малым изменениям формы спектральных контуров. 

Вообще говоря, можно предлагать самые разнообразные критерии 

сложности или простоты спектров, но трудно представить достаточно веские 
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основания для их использования, так как связь таких критериев с физическим 

смыслом и особенностями конкретных задач весьма опосредована и поэтому 

трудно формализуема. Наша практика решения модельных и реальных задач 

разложения показала, что величина информационной энтропии (05) в качестве 

критерия сложности для УФ, видимых, ИК и масс-спектров оказывается весьма 

непредставительной и не может обеспечить приемлемой скорости сходимости 

процедуры минимизации (по крайней мере, при числе компонентов более двух, 

чем, может быть, и объясняется тот факт, что в литературе в качестве примеров 

разложения приводятся не более чем 2-3 компонентные задачи), поэтому от 

использования критерия (05) мы отказались. 

Часть слагаемых в (1.50) имеют квадратичную форму. Последнее, как 

отмечается в литературе по методам нелинейной минимизации [89-92], должно 

обеспечивать приемлемую скорость сходимости процедуры поиска решения при 

использовании квазиньютоновских алгоритмов. Но, начиная с пятого слагаемого, 

возведение их в квадрат ухудшает обусловленность задачи в окрестности 

минимума и увеличивает разброс решений при малых вариациях весовых 

коэффициентов при штрафных членах. 

Таким образом, минимизация функционала (1.50) означает поиск 

заданного количества K спектров, лежащих в подпространстве спектров 

смесей и, значит, формально могущих быть спектрами компонентов, при 

условиях их максимального различия и простоты формы контуров. 

Итак, выражение (1.50) представляет собой штрафную функцию. Известно 

[89-92], что метод штрафных функций далеко не оптимален с точки зрения 

устойчивости решения задачи – число обусловленности матрицы вторых 

производных целевой функции часто оказывается настолько большим, что 

численная процедура поиска минимума иногда не в состоянии достичь 

окрестности решения. Тем не менее мы выбрали именно этот подход, так как он 

позволяет расширять целевую функцию простым добавлением новых штрафных 

членов, учитывающих любую дополнительную информацию, если ее можно 

формализовать в виде квадратичного слагаемого.  
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Рассмотренная структура целевой функции соответствует учету 

дополнительных требований к решению и ограничений на него. Использование 

дополнительной информации можно также свести к построению штрафных 

слагаемых в (1.50). Но этого можно избежать в случае, когда в качестве 

дополнительных сведений выступают известные спектры некоторых 

компонентов. В таком случае их можно просто включить в матрицу Xn и 

зафиксировать, запретив их изменение (по крайней мере в начале поиска). Тем 

самым мы избегаем усложнения целевой функции и уменьшаем число 

неизвестных.  

В этом месте необходимо сделать следующее замечание. Включаемые в 

матрицу компонентов априори известные спектры должны быть сняты с высокой 

точностью, так как даже небольшие систематические ошибки в интенсивности 

при плохой обусловленности задачи могут привести к большим искажениям 

искомых спектров, вплоть до невозможности их идентификации. Автор 

рекомендует не использовать известные спектры при решении задачи разложения, 

если нет уверенности в их точности, но контролировать с их помощью 

получаемые решения, проводя сопоставление известных спектров с найденными. 

Критерии сопоставления были рассмотрены ранее. 

Нами были реализованы и проверены практически все основные 

известные методы минимизации нулевого и первого порядков (т.е. не 

использующие и использующие первые производные целевой функции), 

представленные в литературе. Было найдено, что наиболее устойчивыми (т.е. 

достигающими окрестности решения без дополнительных рестартов и других 

искусственных приемов) оказались метод деформируемого многогранника 

Нелдера-Мида (метод нулевого порядка), метод переменной метрики в варианте 

Бройдена-Флетчера-Голдфарба-Шанно (класс квазиньютоновских алгоритмов 

первого порядка) и метод, известный в литературе под названием NL2SOL [93,94] 

(комбинация алгоритмов Левенберга-Маркардта решения нелинейных задач 

наименьших квадратов и переменной метрики Бройдена-Флетчера-Голдфарба-

Шанно). Предлагаемый метод разделения реализован нами в виде диалоговой 
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программы REMIX, применение которой было показано в [А8] на примере 

разделения спектров 6-компонентных смесей.  

Величины весовых коэффициентов нами предложено выбирать 

следующими (при условии нормировки матрицы спектров смесей к максимальной 

среди всех спектров интенсивности, и пробных спектров компонентов - как это 

было описано выше при рассмотрении слагаемых целевой функции): α = 2.104, β = 

1.0, γ = 105, δ = 103, ε = 102, η = 5.102, ξ= 2.102, τ = 102. Величины коэффициентов 

были выбраны из соображения примерного равенства слагаемых целевой 

функции в точке минимума, кроме первого члена, вклад которого достаточен на 

уровне ~0.01 от вкладов остальных членов. Вклад слагаемых (1.52) и (1.53) 

желательно поддерживать на уровне 10-30 от вклада  21)(  Xcond . Практика 

показывает, что скорость сходимости к решению при таком выборе достаточно 

высока в большинстве случаев и решение отвечает выбранным требованиям.  

Работу алгоритма REMIX мы продемонстрируем на примере анализа 6-

компонентной смеси органических веществ (набор №2 из раздела 1.4.2) [А8]. 

Набор исходных спектров показан на Рисунке 1.4, оценка числа компонентов для 

этой задачи рассмотрена в разделе 1.4.3. На Рисунке 1.13 показаны решения при 

гипотезах K = 6, 7, 8 и числе используемых при моделировании компонентов 

сингулярных векторов в (47) L = 6, 7, 8, соответственно.  

Данный эксперимент демонстрирует, что увеличение числа модельных 

компонентов не приводит к существенным искажениям спектральных контуров 1 

– 6. Вместе с тем введение дополнительных компонентов позволяет очистить 

некоторые из модельных компонентов от полос, которые обусловлены 

нарушениями аддитивности из-за взаимодействия компонентов между собой.  
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Рисунок 1.13 -  Результаты моделирования спектров компонентов по набору из 10 
спектров смесей (Рисунок 1.4). Жирными линиями показаны модельные спектры, 
линиями с точками – экспериментально полученные спектры чистых веществ: 1 – 
изооктана, 2 – толуола, 3 – бензола, 4 – диэтилового эфира, 5 - амилацетата, 6 –
 ацетона. a) – в) – решения для гипотез о 6, 7 и 8 компонентах, соответственно. 
Линии нулевой интенсивности показаны для модельных спектров, спектры 

чистых веществ смещены по вертикали для лучшей визуализации. 
 

В частности, это видно на примере компонентов 2 и 3: при K = 6 (решение 

а) интенсивность пиков в области точек 1-15 уменьшается, а сами пики 

проявляются в компоненте 7, который содержит спектральную информацию о 

неполностью скомпенсированном в спектрах смесей растворителе – 

четыреххлористом углероде и сдвигах полос в спектрах из-за межмолекулярных 

взаимодействий. Следовательно, оценка числа компонентов 7 (см. раздел 1.3.4) 

оказывается ближе к истине. При K = 8 спектр 8 не удается идентифицировать из-

за большого числа полос, основная из которых коррелирует с полосой в спектре 1. 

По-видимому, данный компонент является суммарным спектром примесей в 
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изооктане, использованном для приготовления модельной смеси. Кроме того, при 

завышенном числе компонентов программа поиска вынуждена конструировать 

неотрицательный контур с соответствующим неотрицательным спектральным 

вкладом в смеси. Этот контур, вследствие ограничений на неотрицательность, 

может представлять собой сумму контуров остальных компонентов плюс вклад от 

"шумового" сингулярного вектора №8, участвующего в построении модельной 

матрицы X и его интерпретация должна проводится с осторожностью. 

Распределение концентраций основных компонентов для решения K = 7 

показано на Рисунке 1.14. Из рисунка видно, что вклад 7-го компонента 

незначителен. 

Рисунок 1.14 – Концентрационные вклады компонентов для решения б (Рисунок 
1.13), рассчитанные по уравнению (02). Номера компонентов соответствуют 

Рисунку 1.13. 
 

Матрицы остатков  при K = 5, 6, 7 и 8, представленные в 

виде контуров, составленных из столбцов , показаны на Рисунке 1.15. Видно, 

как с ростом числа компонентов в модели уменьшается амплитуда элементов 

матрицы остатков. Критерий Вальда-Вольфовица (1.32) для гипотезы о 

случайности последовательности амплитуд элементов матрицы остатков не 

показывает в данном случае (и, как отмечено в разделе 1.3.2, и во многих других 

KKK CXDF #

F #
K
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случаях) отсутствия корреляций и не может обеспечить определения числа 

компонентов. Критерий Дарбина-Ватсона DW (1.14) оказывается менее 

чувствителен к быстро меняющим знак систематическим отклонениям, причина 

которых кроется в межмолекулярных взаимодействиях компонентов, как видно из 

Таблицы 4 и, при доверительном интервале {1.7-2.2} показывает 8 компонентов. 

Данный пример демонстрирует типичную сложность, возникающую при 

обработке реальных систем, связанную с тем, что дисперсия шумов измерений 

может значительно варьироваться от смеси к смеси и делать статистический 

анализ величины дисперсии матрицы остатков (предполагающий одинаковую 

дисперсию для всех спектров) неправомерным. Предлагаемое нами 

использование тестов на отсутствие корреляций в последовательности остатков в 

таких случаях в значительной степени свободно от таких ограничений. 

 
Рисунок 1.15 – Представление матриц остатков при разном числе компонентов K 

в виде одномерных контуров. Штриховые вертикальные линии обозначают 
границы спектров смесей в матрице данных (71 точка в спектре). 
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Таблица 1.5. Величины критериев автокорреляции и случайности 
элементов матриц остатков для разного числа компонентов в модели. 

 

Критерий  
Вальда-Вольфовица (1.32) 

Критерий  
Дарбина-Ватсона (1.14) Число 

компонентов 
K 

WW 
Доверитель-
ный интервал 
при Q=0.05 

 
Доверитель-
ный интервал 
при Q=0.05 

5 -12.2 1.16 
6 -6.38 1.56 
7 -6.23 1.59 
8 -7.35 

-3.13, 3.13 

1.68 

1.65, 2.18 

 
Для демонстрации особенностей разложения в случае невыполнения 

условий неперекрытости спектров компонентов был приготовлен модельный 

набор спектров компонентов и смесей, показанный на Рисунке 1.16а,в. Шумовая 

составляющая в спектры смесей не вводилась для лучшей демонстрации 

особенностей форм найденных спектров компонентов. Дополнительной 

сложностью был значительный вклад каждого компонента в смеси (Рисунок 

1.16д). 

Решение 1.16,б получено при использовании первых пяти слагаемых в 

формуле (48) и указанных выше весовых коэффициентах. Видно, что спектр 

третьего компонента достигает нулевого значения в районе 5-й точки. Увеличение 

штрафа за относительную длину контура спектров в 3 раза приводит к 

правильной форме 3-го компонента, но спектр 2-го компонента оказывается 

слегка искажен добавкой 3-го контура. Таким образом, подбирая относительные 

величины весов штрафных членов, можно влиять на качество решения и 

исследовать взаимовлияние находимых индивидуальных контуров. Конечно, в 

сложных случаях при необходимости можно увеличивать веса штрафов для 

каждого компонента индивидуально в диалоговой итерационной процедуре. 

С помощью разработанного программного обеспечения был проведен 

анализ состава комплексов, образующихся в системе NiCl2-CO(NH2)2-H2O 

методом электронной спектроскопии [А6]. Были определены приближенные 

спектры комплексов в их смесях и сделаны выводы об их составе. На конкретных 
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результатах этой работы мы здесь останавливаться не будем, а рассмотрим в 

следующем разделе более показательный пример попытки разложения сильно 

перекрытых малоинформативных спектральных контуров, для которых 

разработанные методы, строго говоря, не могут считаться применимыми. Тем не 

менее, с помощью предложенных подходов можно получать полезную 

информацию.  

 

 

Рисунок 1.16 – Модельная 3-х компонентная задача с полностью перекрытыми 
спектрами компонентов. а) – спектры смесей, б) – решение при весах 10 – 10 - 10, 
в) – исходные спектры компонентов, г) – решение при весах 10 – 10 - 50, д) – 
относительные концентрации. Спектры разнесены по вертикали для лучшей 
визуализации, нулевой уровень интенсивности показан горизонтальными 

линиями для каждого спектра. Цифрами 1, 2, 3 обозначены номера компонентов. 
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1.4.3.1 Анализ колебательных спектров жидкой воды 

 

С помощью разработанной процедуры был исследован набор 

колебательных спектров жидкой воды при разных температурах - 1, 16, 39 и 50оC. 

[А8]. Данный пример иллюстрирует сложность интерпретации спектров смесей 

при большой ширине спектральных линий и недостаточном количестве исходных 

спектров. Первые измерения спектров колебаний жидкой воды показали, что 

полуширина линии при длине волны 3мкм группа очень большая, около 400 см-1 

[95]. Первые объяснения этого факта базировались на предположениях, что 

группы ОН могут образовывать водородные связи с необычными параметрами. И 

предиссоциативная [96] и модульная [97] теории объясняли большую ширину 

полосы OH дисперсионными особенностями водородной связи. Одновременно с 

этими теориями, совершенно разные объяснения аномальной ширины полосы 

были предложены в [98], основанные на значительных отклонениях 

геометрических параметров структуры и результирующей дисперсии OH частот 

ОН-подобных молекулярных ансамблей в жидкой воде. Это явление было 

зарегистрировано для разных объектов и названо позже неоднородностью 

уширения.  

Через шесть лет после первых исследований полосы OH было 

установлено, что она имеет сложную структуру [99]. Спустя два десятилетия 

было показано, что она состоит как минимум из трех компонентов [100,101]. С 

этого времени основной упор делается не на форму полосы, а на количество и 

параметры ее составляющих. Однако эту проблема так и не удалось решить 

однозначно. Хотя результаты, полученные разными авторами, привели почти к 

одинаковым формам контура OH, интенсивность и положение компонентов 

значительно отличались. Разница была намного больше, чем погрешности 

эксперимента. Новые методы измерения спектров поглощения (в частности, 

нарушенного полного внутреннего отражения) позволили уменьшить ошибки 

эксперимента. Наконец, спустя почти пятьдесят лет с момента первого 

эксперимента, согласованные значения оптических констант были получены при 
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четырех различных температурах в одном эксперименте [102]. До сих пор эти 

данные остаются непревзойденными [103]. 

В соответствии с теорией колебаний, два из компонентов OH считаются 

валентными колебаниями и третий обертон - деформационными колебаниями 

молекул воды. Анализ положения максимумов компонент показал, что эти 

спектральные составляющие вызваны колебаниями несимметричных молекул 

воды, которые имеют два неэквивалентных положения ОН-групп. А именно, сила 

водородной связи образованной с одной из ОН-групп в среднем в 1,5 раза больше, 

чем прочность второй [104]. Кроме того, было очевидно, что предположений о 

наличии дополнительных слабых компонентов полосы ОН-контура недостаточно, 

чтобы обеспечить разумное решение проблемы структуры. Дело в том, что 

спектральные полосы, соответствующие двум валентным колебаниям молекулы 

воды, находящейся в окружении четырех ближайших соседей, могут быть 

размещены в произвольно широкой области OH контура (3700-3000 cm-1). 

Поэтому для анализа набора OH спектров был применен разработанный алгоритм 

разделения, не требующий никаких априорных знаний о форме составляющих и 

было интересно оценить не только число компонентов, но и их форму. Было 

очевидно, что для компонентов в данном случае не выполняются условия 

взаимной неперекрытости, но приближенное решение часто содержит полезную 

информацию, поскольку неопределенность расчетных контуров только 

увеличивает различия между отдельными спектрами. В результате расчетные 

спектры не могут точно соответствовать структуре фрагментов, но могут помочь 

выяснить основные черты структуры, а также оценить общее количество 

фрагментов и их относительный вклад в измеренные спектры. 

К сожалению, с приемлемой достоверностью до настоящего времени 

удалось измерить только четыре спектральных контура: при 1, 16, 39 и 50°С 

(Рисунок 1.17а). Сингулярные векторы матрицы данных показаны представлены в 

виде "спектров" на Рисунке 1.17б.  

Анализ сингулярных векторов не позволяет в данном случае оценить 

число компонентов, которое, скорее всего, превышает число участвующих в 
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анализе смесей - 4. Поэтому был проведен расчет 4 компонентов, контуры 

спектров которых показаны на Рисунке 1.18а. По результатам разложения был 

сделан вывод, что спектры воды состоят из линейных комбинаций не менее 

четырех компонентов и сеть водородных связей состоит не менее чем из 4 

основных фрагментов структуры. Вклад двух основных компонентов составляют 

около 94%. Другие фрагменты структуры присутствуют в системе в 

незначительных количествах. Этот вывод согласуется с экспериментальными 

результатами рентгеноструктурного исследования воды при комнатной 

температуре [105]. 

  

Рисунок 1.17. а): колебательные спектры воды при 1, 16, 39 и 50°С (снизу вверх); 
б): сингулярные векторы (смещены по вертикали). 
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Рисунок 1.18. а): спектры компонентов, б) относительные вклады 

компонентов в смеси. 

 

Можно увидеть, что спектральный контур OH-колебаний жидкой воды 

состоит из нескольких спектральных полос (Рисунок 1.18а) и соответствует не 

менее чем 4 основным фрагментам структуры. Полученные результаты 

характеризуют лишь отдельные фрагменты, а не структуру в целом. 

Следовательно, нельзя сделаны определенные выводы об особенностях самих 

фрагментов. Тем не менее, можно сделать некоторые общие выводы. 

Подавляющее большинство молекул воды в жидком состоянии остаются 

симметричными. Одна половина этих молекул образует прочные водородные 

связи с окружением, примерно в 1,5 раза сильнее, чем связи второй половины 

"слабо связанных" молекул. Единственная возможность сосуществования 

фрагментов заключается в их разделенном размещении внутри структурных 

кластеров при распределении асимметричных молекул на их границах. Общее 

количество асимметричных молекул тем меньше, чем больше размер кластера. 

Как уже было сказано выше, структура фрагментов, состоящих из молекул 

с несимметричным окружением, действительно существует в жидкой воде в 
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незначительном количестве. Судя по их найденной доле в 1/15, размер кластера 

должен иметь усредненный размер около 10-6 см (примерно 100 молекул на 

кластер). Следует отметить, что если доля несимметричных молекул (6%) 

недооценена (в сравнении с вероятным значением 15%), то кластер должен 

содержать еще несколько десятков тысяч молекул воды. Таким образом, 

полученные результаты свидетельствуют о кластерной структуре колебаний сетки 

водородных связей в жидкой воде. 

Для повышения информативности разложения следует увеличить 

количество смесей, участвующих в разложении. Однако, точное измерение 

контура OH является сложной задачей, не решенной с удовлетворительной 

точностью до сих пор.  
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1.4.3.2 Анализ спектров при наличии межмолекулярных взаимодействий: 

смеси диметилформамида с гексафторэтиленом 

 

Анализ спектров равновесных смесей, в которых компонентами являются 

соединения, существующие только в равновесии с другими компонентами 

оказывается сложной задачей, решение которой часто возможно только с 

применением численных методов. В данном разделе мы рассмотрим пример 

численного анализа смесей сильно взаимодействующих компонентов. Такой 

анализ не позволяет выделить истинные спектры изолированных компонентов, 

но, по крайней мере, разделить наборы спектральных полос по группам, ведущим 

себя как компоненты при варьировании состава смесей и/или условий их 

существования. 

На Рисунке 1.19 показан фрагмент 11 спектров смесей при разных 

относительных концентрациях гексафторэтилена. В этих смесях ожидалось 

образование 3 типов гетероассоциатов с соотношением гексафторэтилен : ДМФА 

= 1 : 1, 4 : 1 и 10 : 1.  

 

Рисунок 1.19 – ИК спектры смесей гексафторэтилена с ДМФА. 
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Анализ сингулярных векторов матрицы данных показал присутствие не 

менее 11 компонентов – критерий Дарбина-Ватсона не превышал 0.7 < DW < 1.7 

для всех последовательностей. На основании того, что число компонентов равно 

числу смесей можно предположить, что в системе либо присутствует значительно 

большее число ассоциатов, чем ожидаемое 3, либо межмолекулярные 

взаимодействия делают систему нелинейной. Сингулярные векторы показаны в 

виде спектров на Рисунке 1.20. Форма контуров несет информацию об изменении 

формы спектральных полос при взаимодействиях компонентов. Из Рисунка 

видно, что вклад последних трех векторов в данные относительно мал, и 11-й 

вектор практически соответствует шумам измерений. Разложения на 10 и 8 

компонентов показывают (Рисунке 1.21), что контуры индивидуальных спектров 

близки между решениями и соответствуют трем характерным формам (спектры 2, 

3 и 6 в 8-компонентном решении). Остальные компоненты содержат полосы, 

которые соответствуют сдвигам основных полос при взаимодействиях 

компонентов смеси. Один из контуров (4-й) соответствует нескомпенсированному 

фону. Интересно отметить, что 6-й компонент 8-компонентного решения оказался 

в смеси с 7-м и 8-м контурами, что показывает его дальнейшее расщепление в 10-

компонентном решении.  

Пример анализа данного набора спектров показывает, что форма полос 

поглощения 3-х основных компонентов варьируется при изменении их 

относительных концентраций и остальные вычисленные компоненты содержат 

информацию о групповом изменении формы полос, не соотносясь 

непосредственно с химическими веществами, но предоставляя сведения о 

наличии и характере межмолекулярных взаимодействий.  
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Рисунок 1.20 – Сингулярные векторы матрицы данных, показанных на 
Рисунке 1.19. Справа – спектр логарифмов сингулярных чисел. 

 

 

, см-1 х 1000 

Рисунок 1.21 – Разложение набора данных Рисунка 1.19 на 8 (слева) и 
10 компонентов (справа). 

 



 112

1.4.3.3 Анализ устойчивости решения 

 

Приведенные примеры демонстрируют, что вопрос о том, каково 

максимально допустимое число компонентов в смесях, чтобы их можно было 

устойчиво разложить на спектры частично неперекрытых компонентов часто не 

имеет однозначного ответа. На успех решения задачи разложения влияют такие 

факторы, как величина обусловленности концентрационной матрицы (чем лучше 

разделение компонентов при получении набора родственных смесей, тем меньше 

cond(С) и тем лучше сходимость итерационных методов поиска), число 

обусловленность матрицы D (чем более непохожи и неперекрыты спектры 

компонентов, тем меньше cond(D) и лучше работают все методы поиска 

решения), уровень спектральных ошибок, применяемый алгоритм поиска и т.д. 

Число обусловленности матрицы определяется отношением ее максимального и 

минимального сингулярных чисел из разложения вида (1.2): 

  ,)(
min

max



Ccond  (1.54) 

и чем оно больше, тем ближе матрица к вырожденной и хуже обусловлена задача 

разложения. 

Так, авторы [22,24] отмечают, что метод Аленцева-Фока позволяет 

раскладывать смешанные спектры в среднем не более, чем 3-4 компонентов, 

метод Self-Modeling [21] - 2-3 компонентов. Техника минимизации целевой 

функции (1.50) позволила нам сравнительно легко решать задачи разложения 5-8 

компонентных смесей различной природы. По-видимому, реальной границей 

следует считать 8-10 компонентов при cond(D) = 50-100 и cond(С) = 10 - 50.  

Анализ устойчивости решения, то есть оценивание стабильности контуров 

спектров компонентов, предлагается проводить путем сравнения решений, 

полученных при варьировании числа искомых компонентов, числа используемых 

при их конструировании сингулярных векторов, а также сравнение решений, 

полученных по неполным наборам экспериментальных данных. Последний 

способ основан на построении всех возможных комбинаций из Mt спектров 
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смесей из M полученных в эксперименте, MMK t  , и попарном сравнении 

спектров между получаемыми решениями. Критериями сравнения могут быть все 

рассмотренные ранее критерии сходства двух спектров. Данный подход является 

на практике весьма эффективным, в отличие от методов оценивания, основанных 

на анализе дисперсии решения. Дело в том, что оценки дисперсии решения 

основаны на теоремах распространения ошибок, соответствующие критерии есть 

оценки сверху, что приводит к получению, с точки зрения практика, 

бессмысленно больших величин. В следующем разделе это свойство оценок будет 

продемонстрировано на примере решения тривиальной задачи расчета спектров 

компонентов при известной матрице концентраций C. 
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1.5 Использование сведений об относительных концентрациях компонентов 

в смесях 

 

Известные априори величины относительных концентраций компонентов 

в анализируемых смесях сводят задачу анализа к простому решению системы 

линейных уравнений при K = M или методом наименьших квадратов при K < M : 

 , (1.55) XCCDCXCD TT  ,

где D – M x N матрица спектров смесей, X - K x N матрица искомых спектров 

компонентов, C – M x K матрица известных относительных концентраций.  

Обратим внимание, что матрицы в (1.55) теперь будут рассматриваться в 

транспонированном виде, так как решение относится ко всем компонентам в 

одной спектральной точке и спектры будут представлены не столбцами матриц D 

и X, а их строками. 

Относительные концентрации могут быть получены, например, в 

результате анализа известных физических процессов, приводящих к изменению 

вкладов компонентов в смеси. При этом получают оценки элементов Cjk в виде 

параметрической модели, связывающей оценки концентраций с некоторыми 

известными экспериментальными параметрами, такими, например, как время, 

начальные концентрации, pH среды, температура и т.п., при варьировании 

которых можно получать наборы родственных смесей. 
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1.5.1 Литературный обзор 

 

Существует ряд работ по анализу смесей, в которых концентрации 

компонентов изменяются в зависимости от pH или температуры среды по 

известным аналитическим выражениям, содержащим, однако, неизвестные 

параметры, характеризующие химическое равновесие, например, [106]. В этой 

работе уравнения для определения концентраций 2-компонентных смесей были 

  

,1
101

1

12

1

cc

c
pHk




   (1.56) 

для 3-х значений pH, соответствующих 3-м смешанным спектрам. Константу 

равновесия k здесь находят из условий однозначности решения системы (1.55), 

т.е. равенства ранга расширенной матрицы рангу невырожденной матрицы 

коэффициентов. В [107] нахождение константы k совмещено с поиском 

относительных концентраций и самих спектров компонентов, что значительно 

усложняет численную процедуру разложения и, как отмечено в работе, не всегда 

приводит к успеху. 

В [58] предложено проводить разложение спектров флуоресценции 

двухкомпонентных смесей органических соединений (антраценового ряда) путем 

моделирования матрицы относительных концентраций в уравнении (1.55) так, что  

  







 

 k

tj

jkjk eCC 0  , (1.57) 

где Δt - интервал времени, прошедшей с момента начала эксперимента при 

начальной концентрации k-го компонента в j-ой смеси  и  - время 

высвечивания компонента. Параметры  и  варьируют с помощью 

итерационной процедуры минимизации так, чтобы вычисляемые по уравнению 

(1.55) спектры компонентов X наилучшим образом воспроизводили спектры 

смесей, т.е. минимизировали величину квадратичной невязки 

0
jkC k

0
jkC k
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где 

  



K

k
kijkji XCD

1

. (1.59) 

Индекс i есть номер точки в спектре. Если при исследовании равновесных смесей 

величины констант равновесия не определены, их также включают в число 

неизвестных. При этом, однако, решение задачи разложения становится 

неоднозначным [108,109]. 

В процессе физико-химического разделения смесей органических 

соединений часто образуются фракции одинакового качественного, но различного 

количественного состава. При этом вещества оказывается достаточно для 

получения молекулярных спектров каждой фракции. В то же время по 

аналитическим хроматограммам фракций можно быстро оценить относительные 

концентрации составляющих их компонентов, когда в силу ряда технических 

причин невозможно получить индивидуальные спектры. Этот способ оценки 

матрицы относительных концентраций предложен А. И. Гончаровым и 

И. П. Петровым в (Гончаров, А.И., Волков В.В., Петров И.П., Гречушников Б.Н., 

Калинкина И.Н. Метод варьирования концентраций компонентов в анализе 

сложных смесей органических соединений / А.И. Гончаров, В.В. Волков, И.П. 

Петров, Б.Н. Гречушников, И.Н. Калинкина // Журнал аналитической химии. 

- 1982. - Т. 37. - № 3. - С. 470-473.) 

В случае ошибок в исходной информации, система уравнений (1.55) 

является несовместной, при этом ошибки, приводящие к нарушению 

аддитивности содержатся как в правых частях, так и в C. Наиболее 

распространенный метод решения таким систем - метод наименьших квадратов 

(МНК) [60,110-113], который, вообще говоря, когда возмущенной оказывается 

матрица коэффициентов, дает не только смещенные, но и несостоятельные 

оценки [114,115], минимизирующие функционал невязки (1.58). Задача (1.55) 
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является задачей пассивного эксперимента [114], в то время как МНК 

предполагает случай активного эксперимента (элементы C полагают известными 

точно и вся экспериментальная ошибка сосредоточена в правых частях (1.55), т.е. 

в матрице спектров смесей). 

В свою очередь, для решения плохо обусловленных задач используют 

различные регуляризирующие алгоритмы [116-119]. Методы построения таких 

алгоритмов для случая пассивного эксперимента рассмотрены в [112, 114]. В 

[112] предложена общая тактика решения плохо обусловленных систем линейных 

алгебраических уравнений в условиях возмущения исходных данных. Несколько 

измененная в нашей работе, она заключается в следующих шагах. На первом 

этапе получают оценки евклидовых норм экспериментальных ошибок в матрице 

коэффициентов:  

  
EC CC

~ ,  

где оценка разности берется между теоретически точной и экспериментальной 

матрицами коэффициентов, исходя из априорной информации о задаче. Затем 

вычисляют сингулярное разложение  

  TVUC ~
   

и анализируют величину сингулярных чисел (диагональных элементов Λ). Если 

выполняются оба предложенных в [112] неравенства вида  

  

 
  ,1.0)(9.2

,1.0)(9.2

1

1

2


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



t
CEE

t
CE

pKM

pKM




  (1.60) 

где  - псевдообратная матрица,  kmin
2
 ,  λk – сингулярные числа, а 

слагаемое 1)(9.2  t
C pKM  отражает машинную точность вычислений (p -

 основание системы счисления, t - число значащих цифр в машинном 

представлении действительных чисел, M - число строк, K - число столбцов 

матрицы), то считают, что матрица концентраций имеет полный ранг и задачу 

(1.55) параметризуют, т.е. используя дополнительную информацию о точной 
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задаче (например, величину оценки ε), решая систему (1.55) методами 

регуляризации, применяя алгоритмы поиска неотрицательных решений. 

Основной проблемой в задаче разложения при известных оценках 

концентраций, как и при поиске компонентов другими методами, остается 

оценивание надежности решения. Под надежным решением мы будем понимать 

набор спектров компонентов, для каждого из которых получены индивидуальные 

оценки разброса. Данному аспекту, как показал анализ литературы, не уделяется 

достаточного внимания, хотя с точки зрения исследования систем желательно 

иметь не столько интегральную оценку дисперсии решения (которая, как правило 

настолько завышена, что не имеет физического смысла), но и индивидуальные 

оценки устойчивости для каждого из контуров спектров компонентов. 

Интегральную оценку лучше всего дает число обусловленности матрицы 

коэффициентов (1.54), устанавливающее верхнюю границу возможного роста 

нормы ошибки δX в решении по сравнению с нормами ошибок в исходных 

данных δС и δD [112]: 

  
D

D
Ccond

X

X

C

C
Ccond

X

X 
 )(,)(  , (1.61) 
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1.5.2 Тактика поиска спектров компонентов с анализом устойчивости и 

надежности решения 

 

Рассмотрим теперь разработанную нами процедуру нахождения спектров 

компонентов с использованием оценок их относительных концентраций. В нашей 

работе для решения (53) использован метод наименьших квадратов по 

нескольким соображениям. Численные эксперименты показывают, во-первых, что 

при решении плохо обусловленных задач методы пассивного эксперимента не 

позволяют получать решения с меньшей дисперсией ошибок, чем МНК. Во-

вторых, величина смещения решения в МНК при встречающихся на практике 

уровнях экспериментальных ошибок оказывается меньше его дисперсии. В-

третьих, методы пассивного эксперимента позволяют получить малую величину 

смещения только при значительном переопределении системы (34), что не всегда 

выполнимо. В-четвертых, эти алгоритмы, как правило, итерационные и требуют 

дополнительных усилий по обеспечению их сходимости в окрестности решения. 

Как показала наша практика решения модельных задач, методы 

параметризации позволяют получить более близкие к истинным спектры 

компонентов по сравнению с решением МНК только в случае очень плохо 

обусловленных задач (cond(С) > 500 при уровне ошибок в матрице δC порядка 1-3 

отн.%). К сожалению, и в этом случае параметризованные решения плохо 

воспроизводят истинные спектры компонентов. Если cond(С) не превышает 150-

200, то параметризация, хотя и позволяет уменьшить норму ошибки в решении 

для отдельной спектральной точки, не обеспечивает меньшей величины 

относительной ошибки между точками в спектре, которая и ответственна за 

искажение спектрального контура. Так как вид спектральных кривых в 

большинстве случаев трудно выразить аналитически, то довольно сложно связать 

отдельные точки в индивидуальных спектрах между собой для формирования 

целевой функции при минимальной ошибке в спектральных образах. На Рисунке 

1.22а,б показано решение задачи для второй модельной задачи, рассмотренной в 

предыдущих разделах с концентрационной матрицей, определенной по данным 
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аналитической хроматографии, имеющей число обусловленности cond(С) = 512, 

сделанное методами НК и регуляризации. Параметризованное решение, 

соответствующее уравнению 

   XECD
~~~    (1.62) 

где 03.0~ 
C

C  – параметр регуляризации при условии C
~

=1.0, E – 

единичная матрица. Такая регуляризация искусственно уменьшает число 

обусловленности матрицы коэффициентов и тем самым стабилизирует решение, 

увеличивая его смещение, но уменьшая дисперсию решения согласно оценкам 

(1.61).  

Оказалось, что лучшие результаты для задачи (1.55) с матрицами любой 

обусловленности можно получить, решая ее методом взвешенных наименьших 

квадратов 

      XWCWCWDWC
TT ~~~~~  ,  (1.63) 

в котором диагональные элементы матрицы весов wj для условных уравнений 

j = 1,...,M назначают равными обратным величинам суммарных квадратичных 

невязок для каждого из уравнений после получения первичного решения X
~

 

одним из рассмотренных выше методов: 
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Из величин wj, отмасштабированных по максимальному значению к 1, образуют 

диагональную матрицу весов и решают новую систему уравнений (1.63) также 

методом НК. Этот способ дает на практике тем лучшие результаты, чем сильнее 

переопределена матрица C. При этом, если делают независимые измерения 

спектров смесей, их лучше не объединять, а вводить в систему (1.63) независимо 

друг от друга. К сожалению, вследствие большого количества источников ошибок 

в исходной информации, часто систематических, трудно статистически 

обосновать конкретный способ вычисления весов W, в том числе и конкретный 

вид формулы (1.64). 
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Каким бы методом не решать задачу разложения, получаемые спектры 

компонентов в случае плохой обусловленности матрицы C довольно сильно 

искажены. Поэтому нами были разработаны способы оценки надежности 

получаемого решения [А2]. 

Число обусловленности cond(С) является мерой максимального роста 

нормы ошибки в решении по сравнению с нормой ошибки в исходной 

информации только при малых возмущениях, когда матрица ошибок Ce в 

представлении 

   (1.65) eCCC ~

имеет настолько малую норму, что при всех ее реализациях соответствующая 

матрица C
~

 остается полного ранга. В реальных задачах Ce имеет, как правило, 

настолько большие элементы, что C
~

 может менять свой ранг и тогда 

использовать cond(C
~

) как меру неустойчивости (или ненадежности) решения 

нельзя, т.к. это число в значительной мере уже случайное [112]. Однако, практика 

показывает, что cond(C
~

) все-таки может служить эмпирическим критерием 

общей надежности (или изменчивости) решения, т.к. степень различия между 

рассчитанными и истинными спектрами компонентов возрастает с ростом 

cond(С). Разумеется, этот критерий применим только в том случае, если ошибки 

все еще достаточно малы, так как с ростом амплитуды ошибок Ce величина 

cond(C
~

) уменьшается из-за некоррелированного . 

Кроме общей оценки изменчивости решения в условиях возмущения 

исходных данных, можно оценивать относительную изменчивость каждого 

спектра компонента в отдельности. Это особенно важно, т.к. для основных и 

малоинтенсивных компонентов соответствующие спектры-решения искажены в 

разной степени. Нами предложены две процедуры получения таких оценок, 

основанные на сравнении решений-вариантов с решением, полученным для 

исходной задачи (1.55) (в дальнейшем - опорным решением). Будем называть 

вариантами либо решения систем линейных уравнений, получаемых из исходной 

путем отбрасывания некоторых условных уравнений (первая процедура), либо 
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параметризованные решения полной системы (1.55), соответствующие различным 

значениям параметра α из соотношения (1.62) (вторая процедура). При плохой 

обусловленности задачи (1.55) любые экспериментальные ошибки приводят к 

значительным искажениям спектров-решений. Смоделировать все эти ошибки 

достаточно сложно из-за того, что часто неизвестны законы распределения всех 

составляющих случайных ошибок измерений и вклады систематических 

погрешностей.  

В этом случае обычно применяемый способ оценки ошибок в решении 

методом моделирования псевдослучайных ошибок в исходных данных и 

сравнения возмущенных решений-вариантов не только неприменим, но и 

необоснован, так как позволяет оценивать устойчивость решения не точной 

задачи, а уже искаженной, которая в данном случае необоснованно считается 

точной. В нашей работе мы предложили способ формирования вариантов путем 

отбрасывания части исходных уравнений. Это позволяет варьировать все виды 

реализованных в эксперименте ошибок: шумы детектора спектрометра, дрейф 

прибора, нарушения спектральной аддитивности из-за взаимодействия 

компонентов в смесях, ошибки в определении элементов C
~

, D
~

 и т.п. 

Формирование систем уравнений меньшей переопределенности, чем исходная, 

приводит, естественно, к некоторому возрастанию ошибок в решении и 

изменению числа обусловленности концентрационной матрицы варианта BC
~

. 

Опыт решения модельных задач показал, что условие cond( BC
~

) < 2 cond(C
~

) в 

большинстве случаев оказывается приемлемым. Параметризация (1.62), как уже 

отмечалось, не позволяет улучшить отдельные решения по сравнению с МНК, но, 

во всяком случае, при изменении величины α спектры компонентов также 

изменяются. Методика исследования устойчивости элементов решения путем 

варьирования величины параметра регуляризации была нами успешно применена 

при решении несовместных переопределенных систем линейных уравнений в 

задаче расчета колебательных спектров ионов H5O2
+ и H3O2

- в ангармоническом 

приближении [А10]. 
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Модельные расчеты показали, что спектры-решения, относительно мало 

изменяющиеся от варианта к варианту, оказываются ближе к истинным спектрам 

компонентов, чем сильно меняющиеся. Критериями различия (или сходства) 

спектральных контуров могут служить все критерии, рассмотренные в разделе 

1.3.5. 

 

 

Рисунок 1.22 – Разложение ИК-спектров 6-компонентных смесей при априори 
известной оценке относительных концентраций. 1: решение МНК, 2: 

регуляризованное решение, 3: метод взвешенных НК, 4: спектры ошибок, 5: 
исправленные решения, 6: истинные спектры веществ: а) – изооктана 

(устойчивый компонент, θ = 12.5о, r = 0.97), б)-бензола (неустойчивый компонент, 
θ = 35.0о, r = 0.77). Пояснения см. в тексте. 
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Чтобы оценить относительную надежность получаемых индивидуальных 

спектров в отдельности, их ранжируют для каждого из вариантов в порядке 

возрастания (или убывания) выбранного критерия сходства и вычисляют средние 

значения рангов по всей совокупности частных решений. Эти средние значения и 

считают показателями относительной изменчивости спектров-решений задачи 

разложения, если отдельные ранжировки хорошо согласуются между собой. 

Мерой согласия J ранжировок могут служить J/2 коэффициентов ранговой 

корреляции [65] для всех возможных парных сочетаний ранжировок. Для наших 

целей лучше подходит коэффициент конкордации WC [65], являющийся 

непараметрическим статистическим критерием сходства. 

Пусть получены ранжировки для J вариантов K-компонентной смеси, 

величины рангов равны 1,2,...,K. Чтобы вычислить WC, суммируют все J рангов 

для каждого спектра компонента, вычитают из каждой суммы среднее значение 

2

)1(  KJ
 и суммируют квадраты полученных разностей. Коэффициент 

конкордации WC вычисляют как 

 
)1(

)(12
22 




KKJ

разностейквадратовсумма
WC . (1.66) 

При полном совпадении ранжировок WC = 1.0, а чем хуже они согласуются, тем 

WC ближе к 0. 

Если предположить, что ранжировки взаимно независимы, то величина 

C

C
W

WJ
H





1

)1(
 распределена примерно как  с n1=(K-1), n2=(K-1)(J-1)-2 

степенями свободы. Путем сравнения величин F и H можно оценить значимость 

 [65].  

21,nnF

CW

В Таблице 1.6 приведены ранжировки для модельной 6-компонентной 

задачи (Рисунок 1.4). Видно, что ранги компонентов сохраняются примерно 

одинаковыми от варианта к варианту.  для данного примера оказался равным 

0,78; H = 39.2;  = 2.4, если использовать для сравнения спектров величину 

CW

21,nnF
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угла между векторами, вычисляемого из (1.35), и = 0.83; H = 54.5;  = 4.8 

для коэффициента корреляции (1.36). Для этих данных значимость коэффициента 

конкордации оказалась чрезвычайно высокой, т.е. ранжировки безусловно 

справедливы и на их основании можно делать выводы о "надежности" найденных 

контуров спектров. Однако, констатация только того факта, что один из спектров 

менее надежен, чем другой, все еще недостаточна для практики. Значительно 

полезнее оказывается более детальная информация о "степени ложности" 

отдельных полос (или участков) в получаемых спектрах.  

CW
21,nnF

 

Таблица 1.6. Результаты ранжирования спектров-решений вариантов по 
степени возрастания их изменчивости относительно опорного решения.  
θ обозначает использование в качестве критерия различия величины угла между 
векторами, r - коэффициента корреляции. 

 
№ 

компо-

нента 

Ранги для 12 выборочных 

решений 

Средний

ранг 

Результи-

рующий  

ранг 

Критерий 

сравнения

1 
2 
3 
4 
5 
6 

1 1 3 2 3 1 3 1 3 2 3 1 
5 5 6 5 6 6 6 5 6 5 6 6 
6 6 4 6 4 4 5 6 4 4 4 4 
4 4 5 4 5 5 4 3 5 6 5 5 
3 3 2 3 2 3 2 4 1 1 1 2 
2 2 1 1 1 2 1 2 2 3 2 3 

2.0 
5.8 
4.8 
4.6 
2.3 
1.8 

2 
6 
5 
4 
3 
1 

θ (35) 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

1 1 2 2 2 2 2 1 3 2 3 1 
5 5 6 5 6 5 6 4 6 4 6 6 
6 6 5 6 5 6 5 6 5 5 5 4 
3 3 4 4 4 4 4 3 4 6 4 5 
4 4 3 3 3 3 3 5 2 3 2 3 
2 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 

1.8 
5.3 
5.3 
4.0 
3.2 
1.3 

2 
5-6 
5-6 
4 
3 
1 

r (36) 

 

Так как различные способы решения систем линейных уравнений 

сводятся к построению тех или иных линейных комбинаций правых частей (в 

нашем случае - спектров смесей), то спектры-решения представляют собой в 

отсутствие ошибок в матрице D
~

 линейные комбинации решений невозмущенной 

задачи, т.е. истинных, но неизвестных точно спектров компонентов. На практике 
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искажения матрицы D
~

 могут быть значительно меньше ошибок в C
~

, что 

позволяет нам условно считать невозмущенной. Тогда техника вычисления 

вариантов дает возможность не только ранжировать получаемые спектры 

компонентов по степени их изменчивости (ненадежности), но и оценивать 

относительную изменчивость отдельных деталей их контуров. 

Предлагаемый нами метод основан на накапливании в виде "спектров" 

абсолютных значений разностей между спектром компонента опорного решения 

(т.е. решения, полученного по полному набору данных) и спектрами из 

соответствующих решений-вариантов, нормированных перед вычитанием по 

одному из пиков, который считают присущим спектру данного компонента. 

Обычно в качестве такого пика берут наиболее интенсивную полосу в опорном 

решении (если нет других предположений), максимально неперекрытую, к тому 

же, с полосами других компонентов. Для поиска характеристических полос 

можно использовать также методы факторного анализа [1, 42] или построение 

отношений спектральных контуров [39] и отбирать спектральные точки по 

максимальному соответствию строк матрицы D
~

 строкам C
~

 (для каждого 

компонента). 

Накопленные абсолютные значения разностей можно рассматривать как 

своего рода "спектры ошибок" для каждого из компонентов. В местах 

расположения характеристических полос в спектре ошибок будут небольшие 

амплитуды, в местах ложных полос - выбросы. На Рисунке 1.22(4) приведены 

спектры ошибок для рассматриваемой нами в качестве примера модельной 6-

компонентной задачи. 

Полученные данные об относительной надежности отдельных участков 

спектров компонентов можно использовать в процедуре "исправления" 

спектральных контуров. Разработанная нами процедура основана на 

предположении о малости ошибок спектроскопических измерений - тогда 

спектры смесей можно считать достаточно точными линейными комбинациями 

спектров компонентов. На Рисунке 1.22(5) результат представлен результат такой 

коррекции для двух из 6 компонентов в смеси. Процедура исправления состоит в 
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исключении тех спектральных участков, которым соответствуют большие 

относительные амплитуды в спектрах ошибок (таким участкам приписывают 

нулевые или достаточно малые интенсивности) с последующим проектировании 

исправленных векторов-спектров t на подпространство спектров смесей (т.е. на 

пространство столбцов D
~

, Рисунок 1.1) с помощью преобразования 

проектирования (1.45), рассмотренного в разделе 1.4.2. Полученная проекция p 

есть линейная комбинация векторов-спектров смесей и, следовательно, 

удовлетворяет условию аддитивности, т.е. формально может считаться спектром 

компонента. При этом спектр-проекция максимально близок к исходному вектору 

(в евклидовой метрике), т.е. гарантируется минимальность возмущения спектра-

решения при таком преобразовании. Последнее, в свою очередь, означает, что все 

сделанные исправления будут учтены в максимально полно. Контролировать 

правильность исключения ложных участков можно по величине угла или 

коэффициента корреляции между векторами t и p. Если проекция достаточно 

сильно отличается от испытуемого спектра (на практике в качестве границы 

обычно можно брать θ > 15о или r < 0,95), то это означает, что среди 

исключенных полос в спектре-решении оказались и присущие данному 

компоненту. Такие полосы можно узнать из визуального сравнения контуров t и 

p, т.к. исключенные "правильные" полосы вновь возникают в спектре проекции. 

Кроме того, большое различие между t и p может свидетельствовать о неполном 

исключении ложных полос. Этот случай наиболее сложен, так как тогда часть 

исключаемых действительно ложных полос может не полностью исчезнуть в 

спектре проекции. Но при повторном исключении они, в отличие от "своих" 

полос, обычно исчезают почти полностью вместе с теми полосами, которые на 

первом этапе не были идентифицированы как ложные. 

Вопрос о достижимой степени близости исправленных и истинных 

спектров компонентов непосредственно связан с условиями, аналогичными 

условиям спектральной неперекрытости Аленцева-Фока (речь о которых шла в 

разделах 1.4.1 и 1.4.2). В случае строгого выполнения этих условий и при 
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отсутствии ошибок в матрице D
~

, можно найти спектры компонентов, 

совпадающие с истинными [А1]. 

Наибольший интерес представляет случай, когда упомянутые условия не 

выполнены, т.е. спектры компонентов не содержат участков, в которых они 

неперекрыты. Тогда при использовании рассмотренной тактики исключения 

ложных полос можно найти более "простые", чем на самом деле, спектры 

компонентов. Однако, в большинстве случаев выполняются условия, 

напоминающие условия неперекрытости Аленцева-Фока: в индивидуальных 

спектрах имеются участки с несовпадающими по положению максимумов 

полосами, принадлежащими разным компонентам. При этом тактика исключения 

ложной полосы состоит в сглаживании результирующего спектрального контура в 

окрестности ее максимума. Часто оказывается, что форма спектральных полос в 

спектрах компонентов заранее точно не известна. В этом случае не удается 

построить какие-либо однозначные критерии для исключения ложных пиков, 

перекрытых со своими соседями, но не совпадающих в максимумах. Этим и 

обуславливается строгая неоднозначность решения задачи в общем случае и 

сложность формализации алгоритма. 

Дополнительными критериями допустимости исправления решений 

являются неотрицательность элементов соответствующей концентрационной 

матрицы C , соответствие формы кривых распределения концентраций 

компонентов между смесями данному методу получения этих фракций, а также 

непревышение величины элементов разностной матрицы D# уровня 

экспериментальных ошибок в D
~

. Преобразование проектирования позволяет 

осуществлять входной контроль исходной информации на отсутствие больших 

ошибок, проявляющихся в несоответствии левых и правых частей системы (1.55). 

Общий подход состоит в проектировании векторов более искаженной матрицы на 

соответствующее пространство менее искаженной. Так, проектирование на 

позволяет исправить спектральные точки с выпадающе большими нарушениями 

аддитивности.  

Как показала практика проектирования, оно не позволяет сколько-нибудь 
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существенно исправить матрицу концентраций, но по соответствию столбцов 

матрицы C
~

 столбцам D
~

 можно находить характеристические участки в спектрах 

компонентов (или даже окна прозрачности). В некоторых случаях матрицу можно 

исправить, корректируя кривые распределения компонентов по смесям-фракциям, 

если имеются какие-либо сведения о форме этих контуров (монотонность, 

аналитические выражения для них и т.п.). 

 

 

Резюмируя материал первого раздела, можно сказать следующее.  

1. Задача поиска спектров компонентов по наборам аддитивных спектров 

родственных смесей математически плохо обусловлена и при отсутствии 

априорной информации о составе смесей неоднозначна. 

2. Даже в случае выполнения условий неперекрытости индивидуальных 

спектров решение зависит от выбора значений параметров целевой функции. 

3. В этих условиях неприменимы обычные статистические оценки 

дисперсии решений, основанные на использовании оценок дисперсии исходных 

данных, так как ошибки включают и неизвестные априори систематические 

отклонения, нарушающие аддитивность. 

4. В таком случае, оценку надежности решения предлагается проводить 

путем сравнительного анализа контуров спектров компонентов, полученных при 

варьировании: 

– стартового приближения,  

– параметров целевой функции (как набора, так и значений), 

– набора исходных данных (например, получая решения по неполным 

наборам спектров, перебирая все комбинации). 

5. В качестве критериев оценки качества (надежности, стабильности) 

решения можно использовать величину дисперсии коэффициентов корреляции 

(или других критериев попарного сходства или различия) между спектрами 

компонентов; чисел обусловленности матриц компонентов. Можно применять 

статистические оценки автокорреляции в элементах векторов, представляющих 
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собой разности между соответствующими компонентами в наборах решений.  

Невозможно предложить абсолютно универсальный алгоритм разложения 

и, как отмечено в разделе 1.1 и в работе [49], выбор наилучшего решения остается 

предметом экспертной оценки. 

Разработанные алгоритмы и программы анализа аддитивных спектров 

смесей были адаптированы для более общих случаев и применены для 

исследования многокомпонентных данных малоуглового рентгеновского и 

нейтронного рассеяния, что рассмотрено во второй части работы. 
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Часть 2  

Определение структурных параметров наноразмерных объектов по 

данным малоуглового рентгеновского и нейтронного рассеяния 
 

Необходимость изучения связей "физико-химические свойства - состав - 

структура" предполагает применение, в числе прочих, методов исследований, 

дающих информацию о пространственном строении объектов на надатомном 

уровне. Эти эксперименты часто оказываются довольно сложными из-за 

невозможности выделения отдельных компонентов таких "наносистем" в 

изолированном виде и невозможности применять специальную подготовку 

образцов. В таких случаях приходится получать и анализировать информацию "in 

vivo", и в этом смысле изучаемые объекты являются многокомпонентными 

смесями. В данной работе мы ограничимся одним их высокоэффективных 

структурных методов исследования - малоугловым рассеянием рентгеновских 

лучей и нейтронов (МУР), возможности которого неизмеримо выросли в 

последние годы благодаря появлению ярких лабораторных и синхротронных 

источников излучения, станций на непрерывных и импульсных нейтронных 

реакторах. Широкое применение этих источников, в совокупности с новыми 

методиками анализа данных рассеяния и построения структурных моделей, 

сделали малоугловое рассеяние одним из самых эффективных аналитических 

методов анализа наноразмерных структур. Серьезное преимущество МУР 

заключается в возможности исследования объектов без какой-либо специальной 

подготовки, что зачастую оказывается определяющим фактором при изучении 

растворов, гелей и других аналогичных систем. В работе рассмотрены две 

области нанодиагностики, где прогресс в малоугловом эксперименте и новейшие 

методики интерпретации данных рассеяния особенно рельефно проявились в 

последние годы. Эти направления - анализ строения биологических макромолекул 

в растворе и структурные исследования полимерных и композитных систем с 

наночастицами и кластерами различной природы. Развитые в работе методы 

интерпретации данных рассеяния будут продемонстрированы примерами 

практических биологических и нанотехнологических приложений. Определение 

размерных параметров частиц предполагает нахождение их формфакторов, 

поэтому методам поиска функции формы будет отведено значительное место в 

рассмотрении.   
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2.1 Литературный обзор 

 

В структурных исследованиях применяются методы рентгеновской 

дифракции и рассеяния, основанные на эффектах упругого взаимодействия 

рентгеновских лучей со связанными электронами в образце. Для структурного 

анализа используется достаточно жесткое излучение с длиной волны  порядка 

~0.1 нм, что близко к межатомным расстояниям. Для многих кристаллических 

объектов методы рентгеновской кристаллографии позволяют определять их 

структуру в виде трехмернoго распределения электронной плотности ρ(r). 

Дифракция на кристаллических объектах дает трехмерную картину 

рентгеновской интенсивности I(s), состоящую из набора рефлексов вдоль 

определенных направлений вектора рассеяния s. Вектор рассеяния задает 

координаты точки измерения интенсивности и представляет собой разность 

между волновыми векторами рассеянной ks и исходной k0 волн, а его длина 

(модуль) используется в качестве угловой меры: 

  s = ks - k0,      |ks| = |k0| = 

2

,    то  


 sin4
sin2 0  ks s ,   (2.1) 

где λ – длина волны, 2θ - угол рассеяния. 

Рефлексы от упорядоченной структуры можно измерять до больших углов 

рассеяния, что собственно и дает возможность восстановления трехмерной 

структуры при атомном разрешении после решения фазовой проблемы [120], 

рассмотрению которой посвящено большое число работ. Разупорядоченные 

объекты рефлексов, как правило, не дают, и измеряемая  картина рассеяния – это 

гладкая изотропная функция I(s). В 1938 г. французский ученый А. Гинье 

обнаружил, что центральная часть дифракционной картины содержит довольно 

сильное рассеяние при наличии в веществе высокодисперсных зерен с размерами 

в десятки нанометров [121]. Эти работы и положили начало методу малоуглового 

рентгеновского рассеяния (МУР), который позволяет исследовать вещества, 

содержащие неоднородности с размерами в диапазоне 1 - 103 нм. Чем больше 

размер рассеивающего объекта, тем в меньшем угловом интервале сосредоточено 
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рассеянное излучение (номинальное разрешение d определяется соотношением 

d = 2π/s). Соответственно, рассеяние на малые углы (меньше нескольких 

градусов) несет информацию о ”крупномасштабных” (по отношению к длине 

волны излучения ) рассеивающих объектах, и МУР дает структурную 

информацию с разрешением до 1-2 нм. Для исследования надатомной структуры 

оказывается достаточным регистрировать дифракционную картину в области 

малых углов рассеяния, откуда и получил название сам метод. Зачастую его 

применение – единственный способ получения прямой структурной информации 

о системах с хаотическим распределением неоднородностей плотности.  

Измерение интенсивности рентгеновского МУР представляет собой 

сложную техническую задачу, поскольку приходится регистрировать слабое 

рассеяние вблизи мощного первичного пучка излучения. В малоугловых 

дифрактометрах использование двумерного детектора не обязательно, так как 

регистрируется только радиальная картина интенсивности рассеяния, и поэтому 

во многих установках применяют линейные позиционно-чувствительные 

детекторы. Общая схема установки МУР показана на Рисунке 2.1. Основное ее 

отличие от дифрактометров, предназначенных для исследования кристаллических 

и поликристаллических образцов часто заключается в специальной схеме 

коллиматора, позволяющего начинать измерения с очень малых углов 0.1о - 0.03о. 

Это позволяют делать так называемые блочные коллиматоры, самым известным 

из которых является коллиматор Кратки. Их конструкции подробно рассмотрены 

в литературе [122]. 

Применение МУР к исследованию биологических объектов начало 

интенсивно развиваться в 60-70-е гг. Размеры этих объектов лежат в области от 

нескольких нанометров до нескольких сотен нанометров и растворы таких 

биополимеров близки к идеальной системе идентичных наночастиц. В это время 

на модельных расчетах удалось показать, что интенсивность малоуглового 

рассеяния сильно зависит не только от размера частицы и ее формы, но и от 

внутренней структуры наночастицы. 
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Рисунок 2.1 – Общая схема установки по измерению интенсивности рассеянного 
излучения. 

 

По данным малоуглового рассеяния были построены структурные модели 

ряда белков, рибосом и нескольких бактериальных вирусов – бактериофагов. Для 

последних объектов удалось определить форму белковой оболочки бактериофагов 

Сд и Т7, размер отростка и особенности размещения РНК внутри вируса. Для 

осуществления этих исследований были разработаны и построены первые 

автоматические рентгеновские малоугловые дифрактометры и разработаны 

программы обработки данных малоуглового рассеяния и построения моделей 

строения различных наночастиц. Высокая информативность определения 

структуры бактериофага Т7 [123,124] спустя 25 лет была подтверждена при 

использовании новейшего низкотемпературного электронно-микроскопического 

метода получения трехмерных изображений [125]. 

В 1986-1987 гг. в СССР и США вышла в свет монография Л.А. Фейгина и 

Д.И. Свергуна по рентгеновскому и нейтронному малоугловому рассеянию, 

которая до сего времени широко используется исследователями в данной области 

[126]. Более современный короткий обзор возможностей метода рассмотрен в 

[А58]. 

Важнейшим фактором развития МУР стали также новые методики анализа 

данных рассеяния и поиска структурных моделей. Экспериментальные данные 

МУР позволяют напрямую определять общие характеристические параметры 

исследуемых систем, например средний размер частиц, их массу, анизометрию. 
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Построение трехмерных моделей рассеивающих объектов представляет собой 

сложнейшую задачу из-за ограниченного количества информации, содержащейся 

в данных рассеяния . В сравнении с рентгенограммами монокристаллов, где 

измеряются трехмерные наборы рефлексов, МУР дает картины рассеяния, 

усредненные по ориентациям наночастиц, а для полидисперсных систем и по 

размерам рассеивающих объектов. Решение обратной задачи рассеяния, т.е. 

однозначное восстановление по экспериментальным данным трехмерной 

структуры объекта, в общем случае невозможно. Тем не менее в ряде работ 1970-

80-х гг. (обзор которых дан в [126]) было показано, что при определенных 

ограничениях из данных рассеяния удается определять приближенные 

трехмерные модели. Основной прогресс был достигнут в конце 1990-х гг., когда 

появились новые подходы к интерпретации данных МУР изотропными 

монодисперсными системами [126]. Эти подходы, реализованные в виде 

компьютерных программ, доступных всему научному сообществу, получили 

широкое применение для анализа данных МУР, сначала от биологических систем, 

а затем и от сложных полидисперсных органических, неорганических и 

композитных систем.  

В большинстве практически важных приложений, рассеивающий объект 

можно представить как совокупность частиц, внедренных в матрицу, причем 

рассеивающая способность частиц отличается от матрицы (частицы имеют 

контраст по отношению к матрице). Рассеивающая способность частиц для 

рентгеновских лучей описывается распределением электронной плотности ρ(r), 

где r – координатный радиус-вектор. В предположении, что матрица имеет 

постоянную электронную плотность ρs, эффективная рассеивающая способность 

частицы дается разницей Δρ(r)=ρ(r)-ρs. Амплитуда упругого рассеяния от одной 

частицы в матрице определяется преобразованиями Фурье  

 , (2.2)  
V

diA r)exp()()]([)( srrrs 

где вектор рассеяния s есть разность между волновыми векторами рассеянной и 

падающей волн (2.1). В эксперименте измеряется не амплитуда, а интенсивность 
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рассеяния I(s)=A(s)A*(s), которая пропорциональна числу фотонов, рассеянных в 

направлении s. 

В малоугловых исследованиях разупорядоченных объектов чрезвычайно 

важным является случай монодисперсной системы, когда все частицы 

идентичны, но имеют хаотическую ориентацию в образце. Классическим 

примером такой системы являются высокоочищенные растворы биологических 

макромолекул, где частицы (белки или их комплексы) производятся по одной и 

той же генетической программе и имеют одинаковую конформацию. При 

исследовании разбавленных растворов эффектами межчастичной интерференции 

можно пренебречь, и кривая рентгеновского МУР после вычета рассеяния 

матрицей (в данном случае, растворителем) отвечает рассеянию одной частицей, 

усредненной по всем ориентациям I(s)=<I(s)>Ω, где Ω - телесный угол в обратном 

пространстве: 

  
 

dr
sr

sr
rAsI

r






0

22 sin
)()(4)()(  rrs ,  (2.3) 

  означает операцию свертки,  ω - телесный угол в прямом пространстве. 

По такой кривой изотропного рассеяния удается без привлечения априорной 

информации определять некоторые интегральные характеристики исследуемых 

частиц (так называемые инварианты).  

Инвариантами называют структурные характеристики систем, которые 

могут быть в явном виде выражены через интенсивность МУР. Вычисление 

инвариантов при правильно проведенном эксперименте не требует никакой 

априорной информации о частицах в системе. Геометрические характеристики 

частиц можно определять из кривой рассеяния в относительных единицах, а 

расчет весовых параметров требует абсолютизации измерений.  

Классическим параметром (который был впервые определен еще в 

основополагающей работе А. Гинье [127]) является радиус инерции частицы Rg. 

Этот параметр может быть найден по начальному участку кривой рассеяния (для 

малых значений s) с помощью формул (где n=3 для сферических образований, 2 

для радиуса инерции вытянутой частицы относительно оси, 1 для радиуса 
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инерции плоской фигуры поперечного сечения дискообразных частиц 

относительно ее длинной оси сечения): 

    2
2

)0(ln)(ln,I(0)eI(s)
2

2

Rg
n

s
IsI

Rg
n

s






.   (2.4) 

Из тангенса угла наклона прямолинейного участка зависимости ln I(s) от s2/n 

(графика Гинье) определяют величину Rg, которая характеризует средний размер 

частицы, а также интенсивность рассеяния в нулевой угол I(0), которая 

пропорциональна квадрату молекулярной массы, или произведению квадрата 

контраста средней электронной или массовой плотности на квадрат объема 

. Объем V и площадь поверхности S вычисляют с использованием 

нормированного инварианта Порода [122]: 

22 V
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V )],(lim[,

2 4

00

2 
 (2.5) 

Фурье-преобразование интенсивности рассеяния позволяет определить 

характеристическую функцию (r) и функцию распределения по расстояниям 

(функцию парных расстояний)  p(r) = r2(r): 
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Эти функции, помимо информации об анизометрии частицы, позволяют 

оценивать максимальный размер Dmax из условия p(r) = 0 при r > Dmax. В 

практических исследованиях, p(r) рассчитывают не прямым интегрированием 

интенсивности (что приводит к сильным эффектам обрыва) а с помощью так 

называемого косвенного фурье-преобразования [126,128,169,170]. Функции (2.6) 

позволяют определять радиус инерции частицы с большей, чем по формуле (2.4) 
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точностью, так как интегрирование ведется не по начальному участку кривой 

рассеяния, соответствующему (2.4), а по спектру Фурье, рассчитанному по всей 

доступной из эксперимента области углов рассеяния [121]: 

  









D

D

D

D

g

drrp

drrpr

drrr

drrr

R

0

0

2

0

2

0

4

2

)(2

)(

)(2

)(





 . (2.7) 

Сферическое усреднение кривой интенсивности рассеяния, возникающее 

из-за хаотической ориентации частиц, приводит к значительной потере 

информации, содержащейся в дифракционных данных. Интерпретация 

одномерных данных рассеяния с использованием трехмерных моделей – 

чрезвычайно трудная задача. Традиционные методы анализа кривых МУР 

изотропными монодисперсными системами основывались на расчете 

инвариантов, а также включали моделирование путем аппроксимирования формы 

частицы трехпараметрическими геометрическими телами и комбинацией из 

нескольких таких тел. Для построения более сложных моделей применяли метод 

проб и ошибок, с использованием априорной информации о строении частиц 

полученной другими методами (электронная микроскопия, различные физико-

химические измерения) [129-134]. Для сравнения моделей применяли как 

сравнение с данными интенсивности рассеяния, так и сравнение функций парных 

расстояний [135]. Как правило, строился ряд предполагаемых моделей 

исследуемых частиц и сравнение рассеяния на них с экспериментальной кривой. 

Этот подход иногда позволял подобрать модель, наилучшим образом 

отвечающую как данным рассеяния, так и априорной информации, но не говорил 

ничего о единственности решения.  

 

В случае полидисперсных систем (т.е. систем неидентичных частиц) 

можно выделить два наиболее важных случая. В одном из них, объект содержит 

несколько различных по форме типов невзаимодействующих частиц с 

произвольной структурой. Интенсивность рассеяния от такой смеси может быть 
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записана в виде линейной комбинации (если не учитывать межчастичную 

интерференцию, что с достаточной для практики точностью справедливо в случае 

разбавленных растворов)  

  ,  (2.8) 



K

k
kk sIsI

1
)()( 

где k > 0 и Ik(s) – объемная доля и интенсивность рассеяния от k-го типа частиц 

(компонент), соответственно, а K - число компонент. Ясно, что располагая только 

экспериментальными данными рассеяния от смеси, нельзя реконструировать 

структуры отдельных компонентов и параметры, которые могут быть извлечены, 

зависят от дополнительной информации. Если число компонент и их 

интенсивности рассеяния известны априори, можно определить объем фракций k 

в линейной комбинации (6) методом неотрицательных линейных наименьших 

квадратов [А23]. Такие ситуации часто встречаются при анализе равновесных 

систем (растворы олигомерных белков, процессы сборки самоорганизующихся 

объектов, фазовые переходы в микроэмульсиях).  

Другой тип полидисперсности характерен для систем, где частицы имеют 

схожие формы и отличаются только размерами. Такие системы удобно описывать 

объемной функцией распределения D(R)=N(R)V(R), где N(R) это число частиц с 

характерным размером R в системе, а V(R) - объем одной частицы данного 

размера. Интенсивность рассеяния в этом случае определяется интегралом (для 

разбавленных систем) 

  ,  (2.9) dRsRiRVRDsI
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2  

где i0(sR) – квадрат «формфактора», т.е. нормированная интенсивность 

рассеяния частицей (при i0(0)=1), Rmin и Rmax - минимальный и максимальный 

размер частиц соответственно (под формфактором иногда понимают также 

нормированную амплитуду рассеяния от тела заданной формы). Биологические 

объекты редко дают такой вид полидисперсности, но зато данное уравнение часто 

применяется к мицеллам, микроэмульсиям, блок-сополимерам, металлическим 
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наночастицам и др. В большинстве практических случаев предполагается, что 

форм-фактор частицы известен (в частности, для изотропной системы частицы 

обычно можно считать сферическими). Тогда объемную функцию распределения 

функций D(R) можно определить с помощью косвенного преобразования 

аналогично тому, как решается интегральное уравнение (2.6). 

В конденсированных системах и концентрированных растворах эффектом 

межчастичной интерференции пренебрегать нельзя. В этом случае обычно 

предполагают, что взаимодействия происходят только между частицами, 

имеющими сферическую форму (для других форм аналитические выражения еще 

не получены) и интенсивность рассеяния записывают в виде  

  ),()()( sTsIsJ   (2.10) 

где T(s) - структурный фактор, описывающий интерференционные эффекты. Этот 

множитель, не меняя интегральной интенсивности, определяет форму кривой 

рассеяния [121,122]. 

Анализ данных рассеяния от сложных систем предполагает, как уже было 

отмечено, знание формфакторов. Поэтому их определению в работе было уделено 

особое внимание.  

Далее приведен обзор новых методов анализа данных МУР, развитых в 

последнее десятилетие. Эти методы позволяют определять трехмерные структуры 

частиц в монодисперсных (и даже умеренно полидисперсных) системах при 

разрешении до 1 нм.  

Для извлечения информации о трехмерной структуре исследуемых 

объектов в теории малоуглового рассеяния широко применяется аппарат 

описания малоугловой дифракции с помощью сферических гармоник.  

Основным достоинством сферических гармоник является то, что 

сферическое усреднение дифракционной картины существенно упрощается при 

использовании мультипольного разложения. Действительно, рассмотрим 

рассеяние отдельно взятой частицей, состоящей из N атомов. Для атомных 

координат rk=(rk,k)=(rk,k,k),  k = 1,2,...N и соответствующих атомных форм-

факторов fk(s), трехмерная амплитуда рассеяния: 
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Функцию exp(isr) можно представить в виде [122]: 
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где jl(sr) - сферические функции Бесселя, а Ylm() - сферические гармоники. 

Таким образом, амплитуда рассеяния записывается в виде  
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где функции Alm(s) называют парциальными амплитудами: 
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При возведении (2.14) в квадрат и сферическом усреднении по , благодаря 

ортогональным свойствам сферических гармоник все перекрестные члены 

исчезают, что приводит к простому выражению для интенсивности малоуглового 

рассеяния, с точностью до 2π: 

   
 


L

l

l

lm
lmL sAsI

0

2)()( , (2.15) 

где величина обрыва ряда L (максимальный индекс гармоники) определяет 

разрешение представления структуры частицы. 

Впервые это описание было предложено в [136,137], и в настоящее время 

оно составляет базис для наиболее эффективных методик структурного анализа 

данных МУР.  

Математический аппарат сферических гармоник оказался весьма 

эффективным и для параметризации структуры частицы в прямом пространстве. 

При этом можно параметризовать как распределение электронной плотности 

внутри частицы, так и ее форму в предположении, что частица однородна. 

В первом случае рассеивающую плотность представляют в виде ряда 
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где Ylm() - сферические гармоники,  – телесный угол в прямом пространстве, а 

l(r) – парциальные мультипольные плотности. Функции Alm(s) и lm(r)  связаны 

преобразованием Ханкеля: 
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и для расчета интенсивности используется выражение (2.15). 

В [138] показан способ расчета распределения электронной плотности в 

аксиально-симметричных частицах, основанный на представлениях (2.15-2.18) 

при ограничении ряда (2.16) до некоторого значения l = L и наложения 

ограничения на максимальный диаметр структуры, который является одним из 

инвариантов. В работе [139] показано, что при этих условиях решение обратной 

задачи единственно в случае сферически симметричных частиц и метод применен 

к определению структуры бактериофага Т7. 

Во втором случае, если предполагать частицу однородной, с помощью 

сферических гармоник можно параметризовать форму ее оболочки F(), где 

кaждому угловому нaпpaвлению ω стaвится в соответствие paсстояние от центpa 

до гpaницы чaстицы. Paспpеделение плотности внутpи чaстицы 
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учитывaет возможную paзмытость гpaниц в pеaльных объектaх ( - шиpинa 

пеpеходного слоя чaстицa-мaтpицa). Функция оболочки пapaметpизуется с 

помощью сфеpических гapмоник 

  (2.20) )()(
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где flm - комплексные числa, a пpостpaнственное paзpешение хapaктеpизуется 

пapaметpом обpывa pядa L: )1/(0  LRr  , где R0 - paдиус эквивaлентной 

сфеpы. Стpуктуpa чaстицы пpедстaвляется тaким обpaзом с помощью (L+1)2 

пapaметpов, а для расчета модельной интенсивности рассеяния по формуле (2.15) 

используют выражение для парциальных амплитуд при заданной границе pmax: 
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Использование математического аппарата сферических гармоник позволило 

создать ряд высокоэффективных алгоритмов и программ моделирования формы и 

строения низкого разрешения наночастиц в монодисперсных системах. Данные 

программы в настоящее время широко используются во всем мире [А34,А39]. 

В конце 90-х гг. был разработаны методы ab initio восстановления формы с 

использованием модели конечных объемных элементов. Поиск трехмерной 

формы частицы осуществляется с использованием эвристических методик 

глобальной минимизации суммарной квадратичной невязки между 

экспериментальной кривой рассеяния и теоретической, рассчитываемой от 

модели структуры, представленной набором плотноупакованных шариков 

достаточно малого объема. Поиск решения (пространственного размещения 

шариков в модели) ведут с помощью методов глобальной минимизации, 

например, основанных на моделировании отжига (simulated annealing) [140] или 

на генетических алгоритмах [141]. Способ, основанный на методе моделирования 

отжига оказался исключительно эффективным из-за использования описанного 

выше аппарата сферических гармоник и ряда алгоритмических решений, в 

частности, из-за отказа от вариации на каждом шаге поиска всех параметров 

модели, а варьировании только одного, выбираемого случайным образом. При 
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этом экспериментальные данные рассеяния приближаются с наложением 

ограничений (компактность и неразрывность) на возможное решение.  

Основная идея моделирования конечными элементами, предложенного в 

[140], заключается в следующем. Область поиска, (например, сфера с диаметром, 

равным максимальному размеру частицы Dmax) заполняется N (~103) 

плотноупакованными шариками радиуса r0 << Dmax. Каждому шарику 

приписывается индекс Xj, обозначающий к какой фазе принадлежит данный 

объемный элемент (Xj=0 означает растворитель, Xj=1 – частица) При 

фиксированных положениях шариков форма и структура модели конечных 

объемных элементов полностью описывается конфигурационным вектором X, 

содержащим N  (D/r0)
3 компонент. В методе [140] интенсивность рассеяния 

такой моделью быстро рассчитывается с помощью приведенного выше 

мультипольного разложения.  

Техника моделирования отжига заключается в старте с произвольной 

модели Xj и ее случайных модификаций до тех пор, пока модель не станет 

приближать данные. В отличие от метода Монте-Карло, в котором в качестве 

текущей модели используется всегда лучшая из найденных, и пробная вариация 

производится относительно нее, в методе отжига в качестве текущей модели 

используют модель, которая не обязательно является лучшей, а используется 

модель, принятая после предыдущей вариации с некоторой вероятностью, 

несмотря на то, что она может быть хуже лучшей. Таким образом, в методе 

Монте-Карло используют две модели - лучшая (которая варьируется на 

следующем шаге) и пробная, полученная вариацией лучшей модели. Пробная 

модель отвергается, если она хуже и принимается в качестве лучшей в противном 

случае, после чего цикл повторяют. В методе моделирования отжига используют 

три модели - лучшая, текущая и пробная. Текущая модель является опорной и 

сравнение новой, пробной модели производят относительно нее. Вариацию 

проводят относительно текущей модели и получают пробную. Вероятность 

принять пробную модель в качестве новой текущей зависит от некоторого 

параметра, который называют в литературе "температурой" T. Большая 
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температура означает высокую вероятность, вычисляемую как  exp(-Δ/T),  

принять в качестве новой текущей модели худшую относительно текущей, если Δ 

(величина изменения целевой функции) больше 0 (решение хуже). Но если 

пробная модель оказывается лучше, т.е. Δ < 0, то она всегда принимается в 

качестве новой текущей. В начале поиска температуру выбирают достаточно 

высокой, чтобы частота принятия худших решений в качестве текущих 

превышала частоту обновления лучших моделей. Это заставляет программу 

"бродить" по области поиска и, в случае попадания модели в окрестности 

локального минимума, в конце концов выбираться из него. По мере роста числа 

испытаний температуру снижают. Чаще всего используют экспоненциальный 

закон, Tnext = Tcurr*F,  F (фактор отжига) = 0.9 - 0.95, а значение целевой функции, 

общего вида (2.22), уменьшается по аналогии с уменьшением внутренней энергии 

системы по мере снижения температуры, из-за чего метод и получил название 

"моделирование отжига" [142]. 

Поскольку для определения формы используются данные рассеяния, 

соответствующие низкому разрешению, искомая модель также должна иметь 

низкое разрешение по отношению к r0. Поэтому на модель накладываются также 

условия связности и компактности, так что целевая функция, минимизируемая в 

процессе восстановления модели низкого разрешения, имеет вид: 

f(X) = 2 +P(X). Здесь,  2 это невязка  
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где Iexp(s) экспериментальная интенсивность, определенная в N точках sj, j=1, ... N, 

и (sj) соответствующие стандартные отклонения, а P(X) – штраф за 

некомпактность модели (>0 – его вес, задаваемый пользователем). 

Этот пoдход в разных вариантах использован в ряде программ, 

находящихся в свободном сетевом доступе (например, DALAI_GA, DAMMIN, 

DAMMIF, GASBOR и др.) [142,А53].  
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В настоящее время определение формы частиц по данным МУР – 

стандартная процедура, и на некоторых синхротронных линиях (например на 

станции ЕМБЛ X33 на синхротроне DESY) пользователи получают форму 

автоматически, в режиме реального времени, спустя ~2 мин. после самого 

измерения.  

Другим чрезвычайно важным подходом для интерпретации данных МУР 

трехмерными моделями является моделирование жесткими телами, или метод 

молекулярной тектоники. Он получил свое развитие прежде всего в 

биологических исследованиях, где современные проекты «структурной 

геномики» позволяют определять тысячи структур индивидуальных 

макромолекул и их фрагментов с помощью рентгеновского анализа и ЯМР 

[143-145].  

Однако, самые важные клеточные функции белков совершаются не 

отдельными белками, а макромолекулярными комплексами. Такие комплексы 

обычно слишком велики для исследования методом ЯМР и, кроме того, они часто 

обладают внутренней структурной гибкостью, затрудняя тем самым их 

кристаллизацию. Поэтому необходимы альтернативные экспериментальные 

методики и подходы при анализе данных для анализа макромолекулярных 

ансамблей, и МУР предоставляет такие возможности.   

Кривые рассеяния от растворов чувствительны к изменениям четвертичной 

структуры макромолекул. Таким образом, этот метод оказывается чрезвычайно 

полезным для анализа макромолекулярных комплексов. Подробные модели могут 

быть построены в случае, когда известны с высоким разрешением структуры 

отдельных доменов или субъединиц, составляющих комплекс [146].  

Суть алгоритма молекулярной тектоники можно проиллюстрировать на 

примере комплекса, состоящего из двух субъединиц (А и B). Амплитуды 

рассеяния от субъединиц, расположенных в центре с соответствующей 

ориентацией, обозначим как A(s) и B(s) соответственно. Произвольный комплекс 

может быть образован фиксированной первой субъединицей и вращающейся со 

сдвигами второй субъединицей. Вращение описывается углами Эйлера ,  и , а 
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сдвиг вектором u = (ux, uy, uz), так что вся операция описывается шестью 

параметрами. 

Если обозначить через C(s) амплитуду рассеяния от смещенной второй 

субъединицы, то рассеяние от комплекса может быть выражено как 

           


 ss *2 CAsIsIsI BA  . (2.23) 

Используя разложение (2.15) и учитывая ортогональные свойства сферических 

гармоник, уравнение (2.23) можно свести к следующему выражению: 
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При условии, что структуры субъединиц известны, можно вычислить 

амплитуды рассеяния и парциальные функции Alm(s) и Blm(s) из атомных моделей, 

как показано в [146,147]. Парциальные функции Clm(s) вращающейся и сдвинутой 

второй субъединицы выражаются аналитически: 
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где Dmt
l(,,) обозначают элементы матрицы конечных вращений.  

Таким образом, моделирование жесткими телами заключается в 

определении шести параметров второй субъединицы, минимизирующей невязку 

(2.22) между экспериментальной и расчетной кривой рассеяния. Этот принцип 

легко обобщается на случай большего числа субъединиц, а также для 

симметричных частиц (в последнем случае, достаточно уточнять расположение 

субъединиц в анизометрической части комплекса). 

Метод молекулярной тектоники получил в настоящее время широкое 

распространение для анализа строения биологических комплексов и 

макромолекулярных машин (например, обзор [143]). Этот подход, наряду с 

определением формы, оказывается возможным применять для трехмерного 

моделирования наночастичных систем различной природы. 
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2.2 Изучение формы наночастиц и биомолекул в растворе по данным 

малоуглового рассеяния 

 

2.2.1 Проблема однозначности 

 

Диаграмма функциональных связей между прямым и обратными 

пространствами может быть представлена в виде, показанном на Рисунке 2.2. 
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Рисунок 2.2 - Однозначность функциональных связей между функциями 
структуры объекта и функциями в обратном пространстве (амплитудами и 
интенсивностями рассеянного на образце излучения). Направления стрелок 

указывают однозначность преобразований: (*) - свертки, (< >) - усреднение по 

телесному углу, (·) - комплексное возведение в квадрат, (FT) - преобразование 
Фурье. 

 

Из этой диаграммы видно, что однозначно получить функцию структуры 

по данным дифракции или рассеяния какого-либо излучения, то есть решить 

обратную задачу, в общем случае невозможно. Но всегда есть возможность, зная 

модель структуры, однозначно рассчитать теоретическую функцию амплитуды 
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или интенсивности рассеяния и, сравнивая ее с экспериментальными данными, 

проверить справедливость модели и оценить величину ошибки в обратном 

пространстве. Минимизируя эту ошибку путем модифицирования функции 

структуры с помощью какой-либо процедуры, мы сможем найти модель объекта, 

которая не противоречит экспериментальным данным. Однако, и это не означает, 

что такая модель единственна в случае малоуглового рассеяния, интенсивность 

которого, как видно на диаграмме, связана со структурой максимально 

опосредованно. Этот факт специально отмечали многие исследователи, однако в 

литературе трудно найти примеры двух разных по структуре тел, малоугловое 

рассеяние от которых было бы идентично. Идентичность кривых рассеяния 

означает, что телам должны соответствовать одинаковые функции парных 

расстояний p(r)  (формула 2.6), из чего следует идентичность максимальных 

размеров Dmax  и радиусов инерции Rg , которые определены формулой (2.7). 

Кроме того, тела должны иметь одинаковые объемы, если учесть 

идентичность интенсивностей рассеяния в нулевой угол: 

  22

0

2 )(4)0()0( VdrrpAI
D

    (2.26) 

Это, конечно, ограничивает число возможных форм рассеивающих частиц, но они 

могут различаться в деталях. В литературе существует пример расположения 5 

точек на плоскости двумя разными способами, при идентичных наборах парных 

расстояний между вершинами графов и, дополнительно, идентичности наборов 

площадей треугольников [148]. Эксперимент с опубликованным примером 

показал, что, если вывести центральную точку из плоскости на одинаковое 

расстояние (что обеспечивает равенство объемов полученных пирамид) и, полагая 

тела однородными по плотности, численно рассчитать функции расстояний p(r) с 

уменьшающимся шагом по пространству, можно увидеть, что кривые 

распределений стремятся к совпадению. Формы этих моделей показаны на 

Рисунке 2.3. 
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Рисунок 2.3 – Пример двух пирамидальных тел одинаковой высоты относительно 
плоскости Рисунка (точки P4 и Q4 есть вершины), обладающих идентичными 

функциями парных расстояний p(r). Слева - опубликованная модель на плоскости. 
Справа показаны соответствующие объемные шариковые модели, составленные 

примерно из 20000 шариков, с размером Q3-Q1 = P3-P1 = 9 нм. Внизу - вид 
функций парных расстояний, рассчитанных по шариковым моделям (совпадают с 

точностью толщины линии на графике). 
 

На практике проблема поиска формы частицы по данным малоуглового 

рассеяния усложняется еще тем, что соответствующая численная задача 

оказывается плохо обусловленной в окрестности минимума целевой функции, что 



 151

означает существование различных решений, совпадающих по теоретической 

интенсивности рассеяния в пределах ошибок расчетов и возможностей 

алгоритмов минимизации. Поэтому в работе особое внимание было уделено 

выбору наиболее эффективных для решения задач поиска формы частиц 

алгоритмов минимизации нелинейных функций и разработке программ, 

адаптирующихся к текущей точности расчетов. 

Плохая обусловленность задачи поиска связана, в частности, с невысокой 

информативностью данных малоуглового рассеяния, связанной и с небольшим 

доступным диапазоном углов, и с усреднением интенсивности рассеяния. 

Формально [126], число независимых параметров, описывающих кривую 

малоуглового рассеяния, можно выразить числом интервалов длиной π / Dmax, 

укладывающихся в угловой диапазон измерений, где Dmax - максимальное 

значение расстояния, при котором функция парных расстояний p(r) еще не равна 

0. Dmax по сути является периодом высшей гармоники в (2.6), то есть спектр 

функции интенсивности рассеяния ограничен и поэтому к ней применима теорема 

Котельникова (в англоязычной литературе — теорема Найквиста — Шеннона) 

или теорема отсчётов [149,150]), которая утверждает следующее: если аналоговый 

сигнал имеет ограниченный по частоте спектр, то он может быть восстановлен 

однозначно и без потерь по своим дискретным отсчётам, взятым с частотой, 

строго большей удвоенной верхней частоты. Этой теореме соответствует формула 

точного разложения функции f(t) со спектром ширины D: 

   
 


nDt

nDt

D

n
ftf

n 








 



 2

2sin

2
)(  

и шагом узлов ≤ 1/2D, запись которой аналогична формуле представления 

функции интенсивности малоуглового рассеяния [122]: 
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Эта формула говорит только о максимально допустимом угловом шаге измерения 

данных. Если аналоговым сигналом является кривая интенсивности рассеяния, то 

максимально допустимы шагом ее представления будет Δs = π / Dmax. В этом 



 152

рассмотрении предполагается, что спектр p(r) вычислен по кривой интенсивности 

рассеяния I(s), заданной на полубесконечности. На практике, I(s) задана на 

ограниченном участке [smin, smax]. Для случая рассеяния от монодисперсных 

систем интенсивность может быть экстраполирована до s = 0 c 

удовлетворительной точностью по соотношению Гинье (2.4). Точность этой 

аппроксимации зависит от точности определения радиуса инерции частицы Rg по 

(2.7). На практике, как показал опыт автора и отмечается в [122], ошибка в 

определении Rg при отсутствии агрегации и других примесей в образце, не 

превышает 1-2% и кривая I(s) достаточно надежно экстраполируется в нулевой 

угол. На больших углах интенсивность рассеяния от систем частиц падает по 

сравнению с нулевым углом на 2-4 порядка и имеет степенную тенденцию спада 

(степень 2-4, в зависимости от анизометрии формы частицы [121]), то есть 

интегральный вклад в рассеяние на больших углах очень мал, им можно 

пренебречь и рассчитывать спектр p(r) по ограниченному участку данных. 

Соответственно, число точек, которые соответствуют представлению сигнала I(s) 

без потерь, то есть позволят восстановить его с ошибкой, не превосходящей 

уровень экспериментальных шумов (который составляет обычно 0.5-2%, будет 
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Луззати [151] называет число NS - 1 числом степеней свободы, содержащемся в 

наборе данных рассеяния. Разумеется, точность восстановления по (2.27) будет 

зависеть и от эффекта обрыва I(s) на больших углах.  

Это качественное рассуждение приводит к оценке числа независимых 

параметров в данных рассеяния, равным NS. В литературе величину NS часто 

называют числом шенноновских каналов. На практике диапазон 

экспериментальных данных рассеяния составляет от 4-5 до 20-25 каналов. Такая 

низкая информативность данных МУР приводит к тому, что восстановление 

формы или структуры частицы возможно только при небольшом числе 

параметров. И при этом приходится искать ответы на следующие вопросы. 

1). Какие требованиям должны отвечать параметры структурной модели? 
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2). Каким должно быть число параметров модели? Как оно должно 

соотноситься с числом каналов в данных NS? 

3). Насколько устойчиво решение, то есть насколько оно зависит от 

стартового приближения и ошибках в исходных данных?  

При этом надо различать два типа ошибок. Первый тип - случайные шумы 

измерений. Влияние этих ошибок можно уменьшать, увеличивая статистику 

измерений. Практика автора показывает, что, если есть такая возможность, лучше 

увеличивать число точек - угловых отсчетов. Это позволяет одновременно 

контролировать однородность чувствительности детектора и вовремя 

распознавать связанные с неоднородностью систематические аппаратные ошибки. 

Второй тип ошибок связан с негомогенностью изучаемой системы. Так, образцы 

белков часто содержат агрегаты молекул, то есть в растворе присутствует 

некоторая доля ассоциатов - димеры, агломераты из многих молекул. 

Рассмотрение таких случаев будет дано в следующих разделах. 

Структурные инварианты, рассмотренные в разделе 2.1, такие, как радиус 

инерции, объем частицы, площадь поверхности - однозначно определяются из 

данных рассеяния и могут рассматриваться как однопараметрические 

структурные модели. Точность определения инвариантов и параметризация 

данных МУР подробно рассмотрена в работах [152-154]. В этих работах число NS 

непосредственно связано с точностью определения инвариантов по заданному 

интервалу данных. Однако, для описания пространственного строения частиц 

необходимо уже больше параметров. Если к параметрам модели предъявлять 

какие-либо требования, то представляется естественным выбирать модель с 

минимальным их числом. Тогда мы приходим к моделям с ортогональными 

вкладами структурных компонентов, то есть к разложениям по ортогональным 

гармоникам. Разложение должно обладать свойством сходимости, то есть 

увеличение числа слагаемых должно все более точно описывать структуру, а 

обрыв ряда будет ограничивать пространственное разрешение модели. Тем самым 

мы имеем возможность выбирать компромисс между разрешением и числом 

параметров. Один из таких подходов рассматривается в следующем разделе.  
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Что касается числа независимых параметров, то на первый взгляд оно не 

должно превышать число каналов NS. В случае ортогональных моделей это число 

легко подсчитывается. Однако, такой подсчет ни о чем не говорит, так как задача 

определения формы (или структуры) частицы нелинейна, связь между структурой 

(например, описываемой функцией электронной плотности ρ(r)) и 

интенсивностью рассеяния определяется самосверткой функции структуры:  
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где  γ(r) -- корреляционная функция, представляющая собой усредненную по 

телесному углу ω в прямом пространстве самосвертку функции электронной 

плотности, или усредненную по всем ориентациям функцию Паттерсона P(r). 

Нахождение модели структуры в общем случае (мы не будем рассматривать 

частные случаи сферически симметричных частиц, для которых показано, что 

определение радиальной функции электронной плотности однозначно 

[138,139,156,157]) при этом может быть сформулирована в терминах задачи 

нелинейных наименьших квадратов. Тем не менее, число NS можно использовать 

для построения эмпирических критериев максимального числа параметров 

модели, как это будет показано дальше. В книге [126] отмечается, что связать 

число параметров модели с числом степеней свободы NS затруднительно, и 

детальность модели частицы в значительной степени зависит от привлекаемой 

дополнительной информации (например, наличие элементов симметрии в 

структуре). 

В общем случае необходимо различать однозначность решения задачи 

определения структурной модели и устойчивость решения. И неоднозначность, и 

неустойчивость приводят к тому, что находимые модели частиц отличаются друг 

от друга, если варьировать угловой диапазон данных рассеяния, проводить поиск 

с разных стартовых приближений, изменять параметры самого метода 
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минимизации. Но все структурные модели для данного набора данных должны 

обладать одинаковыми значениями инвариантов - Rg, V, S, что существенно 

сужает область неопределенности. Для получения окончательного ответа 

необходимо проводить серию численных экспериментов с варьирование условий 

поиска, анализировать отдельные решения с точки зрения "физического смысла", 

отбирать группы похожих решений (например, по R-фактору) и т.п. В итоге, 

анализ данных малоуглового рассеяния оказывается довольно сложной 

экспертной задачей, хотя нередко и удается получить окончательный ответ без 

проведения большого количества численных экспериментов. 

Устойчивость решения можно также охарактеризовать числом 

обусловленности решаемой задачи, которое было рассмотрено в первой части, и 

которое всегда можно вычислить для конечно-разностной аппроксимации 

матрицы вторых производных целевой функции в любой точке гиперповерхности 

функции. 
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2.2.2 Моделирование формы наночастиц ортогональным рядом 

 

В данном разделе будет рассмотрен один из примеров "оптимального" (с 

точки зрения числа параметров) представления модели формы частицы, 

предложенного в работах Г. Штурмана и Д.И. Свергуна [136,137,139]. Разложение 

функции формы частицы (2.20) можно рассматривать как случай составного тела, 

оболочка которого представлена суммой (смесью) ортогональных составляющих, 

то есть приближение формы однородной частицы рядом (2.20). На Рисунке 2.4 

наглядно показан принцип разложения. 

Гармоника с нулевым индексом представляет собой сферу примерно того 

же объема, что и частица, три гармоники с первым индексом 1 описывают сдвиг 

центра тяжести частицы из начала координат (и поэтому формально они 

несущественны и могут быть исключены из числа независимых параметров), 

остальные гармоники определяют деформацию сферической оболочки, тем 

детальнее, чем больше их первый индекс.  
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Рисунок 2.4 - Наглядное представление разложения функции формы частицы в 
ряд по некоторым сферическим гармоникам Alm.  flm - искомые коэффициенты 

разложения. Число независимых параметров модели = (L+1)2-6. 
 

Для поиска параметров разложения flm в (2.20) по данным рассеяния была 

разработана программа SASHA, основанная на алгоритмах расчета модельной 

интенсивности, описанных в [136,137,139]. В программе вначале был использован 

программный пакет нелинейной минимизации OPTIS, разработанный автором для 
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решения задач разложения спектров смесей, рассмотренных в разделе 1.4.3. 

Целевая функция в программе представляет функционал, состоящий из 

слагаемого, соответствующего задаче наименьших квадратов, и нескольких 

штрафных членов, накладывающих ограничения на решение:  
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где W(s) - весовaя функция, ослaбляющaя относительный вклaд в суммapную 

невязку нaчaльного учaсткa кpивой paссеяния и учитывaющaя оценки 

экспеpиментaльных ошибок (si): W(si)=si
2/(si), где i=1,..,N, N - число точек в 

экспеpиментaльной кpивой paссеяния; ξ - вспомогaтельный МНК множитель, 

совмещающий кривые интенсивности рассеяния перед вычислением разности 
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где  означает скалярное произведение векторов взвешенных 

экспериментальной и теоретической интенсивностей рассеяния; gk – набор 

штрафных членов за отрицательность функции формы, уход центра тяжести тела 

из начала координат и за негладкость формы (в этом случае число штрафов K=3).  

Штpaфные члены gk умножены нa соответствующие весовые коэффициенты Wk, 

величины которых были подобраны экспериментально, на основе решения 

различных тестовых задач. Нормировка первого слагаемого - квадратичной 

невязки - на квадрат нормы взвешенной экспериментальной интенсивности  

WexpW, II 
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обеспечивает независимость поиска от абсолютных значений интенсивности. Из 

литературы по методам минимизации известно, что целевые функции со 

штрафными слагаемыми как правило плохо обусловлены. Тем не менее, 
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использование штрафов необходимо для ограничения области допустимых 

решений путем введения дополнительных критериев приемлемости, которые 

невозможно аналитически выразить через параметры модели в рамках решаемой 

задачи наименьших квадратов.  

Основные штpaфные члены выглядят следующим образом:  

a) штpaф зa отpицaтельность функции формы F(): 

  ; (2.34) 




0)(
,

1 )(
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F

dFg

б) штpaф зa уход центpa тяжести одноpодного телa [xc,yc,zc] из нaчaлa кооpдинaт: 

 g2 = xc, 

 g3 = yc,  (2.35) 

 g4 = zc ; 

в) штpaф зa “сложность” повеpхности чaстицы, здесь S = площaдь повеpхности, Rg 

- paдиус инеpции, V - объем чaстицы:  

 
V

RS
g

g
5  . (2.36) 

Вычисление интенсивности paссеяния по фоpмулам (2.15 - 2.21) более чем 

нa поpядок быстpее, чем непосpедственное вычисление по функции фоpмы, 

численно зaдaнной нa угловой пpостpaнственной сетке по формулам (2.15, 2.17), 

где r - расстояние от начала координат до точек на поверхности. 

Это вaжно нa пpaктике, пpи pеaлизaции вычислений нa сpaвнительно 

мaломощных пеpсонaльных компьютеpaх. Но нaиболее вaжное пpеимущество 

пapaметpизaции (2.19, 2.21) - в возможности огpaничения пpостpaнственного 

paзpешения пpостым обpывом pядa (2.20) до некотоpого знaчения l=L.. Из-за 

ортогональности членов pядa тaкой обpыв влияет нa общую фоpму чaстицы 

минимaльным обpaзом. Пpостpaнственное paзpешение  соответствующей фоpмы 

опpеделяется фоpмулой 
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 L
R ,  (2.37) 

где R0 - paдиус эквивaлентной сфеpы. Число пapaметpов в тaком пpедстaвлении 

функции фоpмы paвно, кaк уже укaзывaлось, (L+1)2. 

Необходимость введения ограничения на пространственное разрешение 

связана с тем, что мелкими деталями формы можно описать вклад рассеяния от 

малоразмерных внутренних неоднородностей частицы и получить, тем самым, 

неверную структурную интерпретацию. В программе SASHA вклад от 

внутренних неоднородностей Д.И. Свергуном было предложено приближенно 

моделировать аддитивным вкладом рассеяния от набора высших сферических 

гармоник с максимальным значением индекса L, в 5 раз превышающим 

максимальный индекс, используемый для описания функции формы. 

Коэффициенты этих гармоник рассчитываются с применением генератора 

псевдослучайных чисел внутри эллипсоида, аппроксимирующего форму частицы. 

Параметры эллипсоида, в свою очередь, определяются по начальному участку 

кривой рассеяния путем решения вспомогательной обратной задачи рассеяния с 

использованием известных формул, рассмотренных в [122,126], методом 

наименьших квадратов. Возможность моделирования неоднородностей 

предусмотрена в программе SASHA, однако на практике ею  

При дальнейшем развитии программы [А14] в кaчестве пpоцедуpы 

минимизaции была выбрана нaиболее эффективная pеaлизaция aлгоpитмa 

Левенбеpгa-Мapкapдтa для pешения зaдaч нелинейных нaименьших квaдpaтов - 

алгоритм NL2SOL [89,90,93,94]. В этой пpоцедуpе стaндapтнaя схемa Левенбеpгa-

Мapкapдтa усиленa пеpесчетом мaтpицы Гессе целевой функции по схеме 

пеpеменной метpики. Пpи этом пpогpaммa минимизaции является мaло 

чувствительной к плохому стapтовому пpиближению и большой величине 

остaточной невязки в точке минимумa, однако весьма чувствительна к выбору 

длины шагов по переменным функции, которые используются для вычисления 

первых производных. Поэтому схема NL2SOL была расширена блоком адаптации 

программы к ошибкам вычислений и определении на основании полученных 
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оценок оптимальной дляны шага приращения для каждого искомого параметера 

задачи. Соответствующие блоки программы практически идентичны 

примененным в пакете OPTIS. Исследование нескольких десятков модельных 

задач показало, что число обусловленности, определеяемое как число 

обусловленности (определяемое уравнением 1.52) матрицы вторых производных 

целевой функции (2.31) в текущей точке поиска, может достигать 104 - 106, что 

делает задачу близкой к вырожденной и, соответственно, приводит к большим 

девиациям решения, согласно оценкам (1.61), примененным к матрице вторых 

производных целевой функции. 

Алгоритм NL2SOL был выбран для решения задачи поиска формы частиц 

в программе SASHA не случайно. Во-первых, примененная в нем схема 

алгоритма Левенберга-Марквардта, разработана для решения задач нелинейных 

наименьших квадратов вида 
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где f(x) - нелинейная векторная функция, имеющая в нашем случае вид (под 

аргументом x понимается набор искомых коэффициентов разложения flm): 
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Другими словами, элементы функции есть значения нормированных невязок и 

отдельные, необъединенные штрафные члены со своими весами. Веса для gk 

задают в виде констант, выбираемых из соображения примерного равенства 

членов (2.39) в конце поиска решения. 

Векторный характер f(x) обуславливает высокую эффективность конечно-

разностного пересчета аппроксимации матрицы вторых производных функции 

(2.31), что и определяет высокую скорость сходимости к минимуму. Поэтому в 

программе SASHA штрафные члены не объединяются, а добавляются к f(x) как 
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дополнительные элементы "невязки", не возведенные в квадрат. Такой прием 

значительно улучшил сходимость процедуры поиска решения в программе 

SASHA по сравнению с традиционными подходами метода штрафов, в которых 

минимизируется скалярная функция. 

Согласно алгоритму Левенберга-Марквардта [89,93], направление поиска 

 на m-ом шаге вычисляется через матрицу первых производных  векторной 

функции f, сумма квадратов элементов которой должна быть минимизирована: 

mp mJ

    m
T
mmmm

T
m JIJJ fp    ,  (2.40) 

где m  - некоторое неотрицательное число, с помощью которого регулируют 

сходимость метода. В качестве следующей точки выбирают  

  mm1m pxx  .  (2.41) 

Член  есть аппроксимация матрицы вторых производных  функции 

(2.31) в точке m, за исключением поправочного члена: 

m
T
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В случае линейной задачи . В нелинейном случае 

поправочный член можно вычислять по схемам алгоритмов переменной метрики, 

что делает поиск адаптирующимся к резким изменениям формы поверхности 

отклика целевой функции. В алгоритме NL2SOL предложено использовать схему 

пересчета матрицы Q по формуле Бройдена-Флетчера-Голдфарба-Шанно для 

матрицы вторых производных [89]: 
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где  - вектор длины шага линейного поиска на m-ой итерации,  m1mm xxp  

)()()()( 11 m
T

mm
T

mm xxJxxJ ffy    - вектор разности градиентов функции, 

вычисленных на последовательных шагах.  
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Длину шага линейного поиска вдоль направления  можно выбирать 

разными способами, рассмотренными, например, в [89]. В случае задачи поиска 

формы частицы оказалось, что наиболее эффективен выбор длины из условия 

минимума вдоль направления поиска . Для поиска минимума был применен 

относительно простой и достаточно эффективный алгоритм Брента [158], 

обеспечивающий не более 5-10 пробных вычислений функции на каждой 

итерации. В качестве критерия останова поиска вдоль mp  бы  критерий 

приблизительного равенства ибок вычисления г диента )(( m
T

m xxJ f , 

онечно-разностной схемой, и ошибок, которые можно назвать 

"шумами вычисления" целевой функции, зависящими не только от ошибок 

округления, но и ош бок в числений, связанных  численной реализацией 

формул расчета интенсивности малоуглового рассеяния по (2.15, 2.21). Так как 

аналитически все такие ошибки в нелинейном случае учесть практически 

невозможно, в алгоритме SASHA была реализована схема расчета погрешности 

вычислений по таблицам конечных разностей, примененная в пакете OPTIS, 

расширенная для случая векторных функций. Получаемые оценки ошибок 

вычислений используются программой для назначения оптимальных величин 

шагов для поиска и вычисления производной целевой функции. Применение всех 

модификаций алгоритма NL2SOL сделало поиск функции формы достаточно 

эффективным: для получения окончательного решения программе требуется не 

более 50 итераций (против нескольких тысяч или десятков тысяч с случае 

использования методов переменной метрики для минимизации скалярной 

функции (2.31), причем часто решение оказывается при этом недопустимо далеко 

от области минимума). 

mp
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2.2.2.1 Численное исследование неоднозначности и стабильности решения 

 

Число независимых пapaметpов, описывaющих фоpму, опpеделенную pядом 

(2.20) по L сфеpическим гapмоникaм, есть NL=(L+1)2 - 6. Уменьшение нa шесть 

пapaметpов обусловлено пpоизвольностью положения частицы (три координаты 

центра тяжести тела) и ее оpиентaции (три угла поворота). Простаранственное 

рaзpешение построенной таким образом модели можно оценить величиной 

R0  L+1, где R0 - paдиус эквивалентной сфеpы, то есть сферы paвного с 

чaстицей объемa. С pостом L paзpешение улучшaется, но одновpеменно 

возpaстaет число неизвестных в пapaметpизaции (2.20), что осложняет устойчивое 

восстaновление фоpмы чaстицы, то есть независимость решения от стартового 

приближения и параметров метода поиска. Надежность результата определяется, 

очевидно, соотношением между NL и величиной NS (2.28), определяющей 

информационное содержание экспериментальных данных. Аналитически 

определить эту зависимость не представляется возможным в силу нелинейного 

хapaктеpa соотношений, связывающих набор параметров {flm} с модельной 

интенсивностью paссеяния IL(s) (2.15, 2.20). Поэтому с этой целью был выполнен 

pяд модельных численных экспеpиментов по принципу “мультистарта”, хоpошо 

известному в теоpии нелинейной оптимизaции [89,90,92]. Суть его зaключaется в 

том, что пpоизводится многокpaтный зaпуск оптимизaционного aлгоpитмa с 

paзличными нaчaльными знaчениями, котоpые выбиpaются случaйно в paзных 

облaстях пpостpaнствa возможных pешений. Если пpи этом кaждый paз оптимум 

достигaется нa одном и том же вектоpе пapaметpов (или с малым их разбросом), 

то можно с опpеделенной веpоятностью утвеpждaть, что получaемое pешение 

однознaчно, и соответствует глобaльному минимуму целевой функции. 

Общaя схемa модельных экспеpиментов былa следующей [А9].  Внaчaле 

констpуиpовaли оболочку однородного тела, фоpмa котоpой описывaлась 

нaбоpом сфеpических гapмоник {flm}, -l  m  l; l  L для зaдaнной величины L. 

Для этого телa paссчитывaли модельную интенсивность paссеяния по фоpмуле 

(2.15), пpи этом длину pяда брали не менее l=L+5 во избежaние численных 
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эффектов обpывa. Чaстные aмплитуды Alm paссчитывaли по фоpмуле (2.23) до 

pmax=40, тaк кaк учет слaгaемых более высокого поpядкa уже не пpиводил к 

увеличению точности из-зa ошибок окpугления машинной арифметики. С целью 

пpовеpки устойчивости используемых aлгоpитмов восстановление формы 

проводилось по данным модельной интенсивности искaженным случaйным 

шумом с относительной интенсивностью 10%, a тaкже по дaнным интенсивности 

рассеяния без учaсткa Гинье (что соответствует экспериментальным измерениям с 

отброшенным участком, в котором значительно влияние рассеяния от примесей 

агрегатов частиц), искaженным 3%-ным относительным шумом и 

системaтическими погpешностями (имитaция pеaльных условий мaлоуглового 

экспеpиментa - ошибки вычитания рассеяния от растворителя). При этом на вход 

программы подавали участки кривой интенсивности различной длины, 

содержащие различное число информационных каналов NS. В целом пpоведенные 

модельные экспеpименты позволяют утвеpждaть, что пpи L ≤ 3 и NL  1.5 NS 

полученные pешения однознaчны (с точностью до общего вида формы и 

энaнтиомоpфного пpеобpaзовaния чaстицы, не меняющего интенсивности 

paссеяния) в клaссе моделей, описывaемых функцией фоpмы (2.20). 

 

Эксперимент 1. 

Построенные модельные частицы, от которых рассчитывали теоретическую 

интенсивность рассеяния показаны на Рисунке 2.5.Частица 1 имеет спадающий 

спектр вкладов сферических гармоник в разложении (2.20), во II-ой слегка 

доминирует вторая гармоника, в III-ей - третья, что видно по форме оболочек. 

Численные значения отдельных вкладов flm здесь несущественны, поэтому не 

приводятся. Максимальный индекс гармоники в разложении составлял L = 3. 

Максимальный диаметр для всех тел был Dmax = 18.3 нм. 
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Рисунок 2.5 –  Модельные оболочки однородных частиц при L = 3, построенные 
для изучения однозначности восстановления формы. Пояснения в тексте. 

 

Далее от построенных моделей рассчитывали интенсивность МУР, 

пользуясь соотношениями (2.21 и 2.15) и использовали эти данные в качестве 

экспериментальных. С целью снижения влияния точности машинной арифметики, 

значения интенсивности сохраняли при 15-16 значащих цифрах в мантиссе. 

Псевдослучайных шумов в этом эксперименте не добавляли.  

Перед началом экспериментов была проведена оценка машинной точности 

вычислений по формулам разложений 2.15-2.21 и по формуле расчета 

интенсивности непосредственно по квазиравномерной сетке точек на поверхности 

оболочки частицы F(ω), применяя численное интегрирование по соотношению 
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Число точек на поверхности выбирали порядка 1000, что обеспечило абсолютную 

точность расчетов не хуже 1.0-7. Увеличение числа точек далее не приводило к 

улучшению точности. Расчет по дискретной сетке из нескольких сотен или тысяч 

точек на поверхности оболочки требует в десятки и сотни раз больше времени, 

чем по формулам степенных разложений, но обеспечивает большую точность на 

больших углах рассеяния.  

Под точностью здесь имеется в виду не характеристика отклонения 

интенсивности (от правильного значения), обусловленного приближенностью 

используемой формализации, а флуктуация результатов, которая обусловлена 

совокупностью ошибок округления, накапливаемых в ходе всех вычислений. 

Автор называет эту ошибку "шумом вычислений". В ходе разработок 

программного обеспечения автор уделял особое внимание малости ошибок 
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расчетов всех специальных функций, суммирования рядов, численного 

интегрирования и других промежуточных вычислений. Шум вычислений пагубно 

сказывается на эффективности работы программ минимизации, так как при малых 

вариациях целевой функции расчет ее градиентов становится бессмысленным и 

поиск прекращается тем дальше от минимума, чем больше шумы. Аналитически 

предсказать шум вычислений невозможно, так как если такие оценки и 

существуют для каждого шага в цепочке расчетов, они являются, как правило, 

оценками сверху и практического смысла не имеют. Но можно провести оценку 

"по факту", проводя вариации параметров модели и анализируя отклик 

программы. Для этой цели автором был разработан ряд программ, которые 

исследуют целевую функцию задачи, проводя малые вариации ее аргументов или 

параметров модели. Получаемые значения целевой функции записываются в 

вектор F0. Достаточное для практики число вариаций составляет 15-20 по 

каждому параметру. Величина вариации параметра δx выбирается из 

приближенного условия оптимального приращения для конечно-разностной 

аппроксимации третьей производной целевой функции при отсутствии 

дополнительной информации [89] 
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где EPS - машинное эпсилон, или минимальное положительное число, которое 

при добавлении его к единице дает результат, отличный от единицы. Для ANSI 

арифметики двойной точности, используемой в расчетах оно составляет  

2.22.10-16 = 2(-52). Надо отметить, что алгоритм расчета шумов вычислений мало 

чувствителен к выбору величины приращения, его можно варьировать в пределах 

2-3х порядков или даже более. Переносимость программ на разные платформы 

была обеспечена разработкой модулей расчетов машинно-зависимых констант 

для произвольной машинной архитектуры и типа используемого компилятора, 

учитывающих эффекты денормализации точности представления чисел в 

процессоре. Собственная разработка была необходима, так как известные аналоги 
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подобных программ оказались несостоятельны на современных процессорных 

архитектурах.  

Полученные при вариации параметра x значения целевой функции заносят в 

первый столбец таблицы конечных разностей. В следующие столбцы записывают 

величины разностей двух последовательных элементов предыдущего столбца, 

получая столбцы первых, вторых, третьих и т.д. разностей. В [159] доказана 

теорема о том, что если в столбце n-ых разностей знаки последовательных 

элементов чередуются (то есть коэффициент корреляции значений 

последовательных элементов стремится к -1), то их величины обусловлены 

дисперсией случайных вариаций в первом столбце исходных значений. Зная 

номер разности, из величины дисперсии δn соответствующего столбца можно 

провести обратный расчет дисперсии шумов расчетов функции 
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F
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Следует отметить, что данный алгоритм был успешно применен автором во 

всех разработанных программах поиска минимума нелинейных функционалов для 

оценки величин приращений аргументов при вычислении градиентов функций и, 

как будет рассмотрено далее, для адекватной автоматической оценки начальной 

виртуальной температуры в методе "моделирования отжига". Это сделало 

программы адаптирующимися к целевой функции и избавило пользователя от 

трудоемкой оценки многих критичных для процесса поиска параметров, в том 

числе и критериев качества решения и остановки процедуры. 

Таким образом удалось оценить точность вычислений интенсивности 

рассеяния по двум подходам. В качестве примера на Рисунке 2.6 приведено 

сравнение относительных шумов вычислений интенсивности в зависимости от 

угла рассеяния. Из рисунка видно, что относительная ошибка интенсивности, 

рассчитываемой по (2.15-2.21) нарастает по степенному закону, будучи очень 

малой в малых углах и становясь недопустимо большой в средних. Это можно 

считать преимуществом метода, так как среднеугловая часть данных МУР (при 
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числе шенноновских каналов более 4-8) отвечает уже значительному вкладу 

рассеяния от малоразмерных внутренних неоднородностей частицы и поэтому для 

определения формы низкого разрешения ее не используют. Нарастание ошибки 

при использовании степенных разложений обусловлено ухудшением сходимости 

ряда (2.21) с ростом s. Расчет по формуле (2.44) менее пригоден для определения 

формы как в силу большей ошибки вычислений при малых s, так и значительного 

времени расчетов.  

 

Рисунок 2.6 –  Относительная ошибка вычислений интенсивности рассеяния от 
тела I (Рисунок 2.5): (1) с использование степенного ряда (2.21) (возрастающая 
зависимость) и (2) численного интегрирования (2.44) (горизонтальная кривая). 

 

Анализ полученных зависимостей шумов измерений привел к выводу, что 

восстановление формы оболочки частицы в однородном приближении ее 

структуры теряет устойчивость при числе параметров модели, превышающем 

1.5*NS (NS - число шенноновских каналов). Пример потери устойчивости будет 

показан намного позднее. 

Вернемся к моделям, рассмотренным в начале данного раздела. При 

вычислении интенсивностей степенной ряд (2.21) ограничивали pmax = 40, так как 
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увеличение его длины не приводило к улучшению точности. Ряд (2.15) обрывали 

на l = L+5, где L - число гармоник в представлении формы частиц. Это сделало 

пренебрежимо малым влияние ошибок обрыва ряда. Весовую функцию  в 

формуле (2.31) брали, как предложено в [167]: 

)(2
isW

   , (2.47) 2)( ssW 

применение которой уменьшает диапазон интенсивностей при расчете невязки и 

делает программу более чувствительной к невязке при больших s. Для подгонки 

брали разные участки исходных данных, как показано на Рисунке 2.7. 

 

Рисунок 2.7 –  Модельные кривые МУР от частицы I Рисунка 2.5. (1) - исходная 
кривая, используемая в качестве экспериментальной. (2) - МУР от частицы, 
восстановленной по диапазону 1. (3) - восстановление по диапазону 2, кривая 
практически совпадает с исходными данными. Восстановления формы по 
диапазонам 3 и 4 приводят к еще более точному восстановлению исходной 

кривой. Все кривые от найденных моделей рассчитаны с превышением углового 
диапазона подгонки с целью демонстрации их предсказательного характера. 

Величина шенноновского канала (2.28) рассчитана для максимального диаметра 
оболочки 18.3 нм. 
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Во всех случаях модельных расчетов в качестве начального приближения 

формы брали сферу.  

Для характеризации степени сходства модельных тел (mod) с 

восстановленными (rest) использовали величину R-фактора  
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суммирование ведется по квазиравномерной сетке направлений при числе 

соответствующих узлов на поверхности оболочки от 100 до 800. Значения R-

факторов для рассматриваемых в разделе численных экспериментов сведены в 

Таблицу 2.1.  

 

Таблица 2.1. Rω-факторы сходства модельных и восстановленных форм частиц. 

модель 
Диапазон s  

(обозначения на рисунках) 

Псево-реальные 

диапазон s 

 1  2 3 4 

 
Точные 

данные 

Данные 

с 10% 

шумом 

Точные 

данные 

Данные 

с 10% 

шумом 

Точные 

данные

Данные 

с 10% 

шумом 

Шум 10% отн. 

I 7.4 10.4 4.2 6.1 1.4 5.1 5.9 5.3 5.9 6.3 

II 9.9 33.0 0.2 5.0 0.5 1.4     
L= 

3 
III 11.1 27.1 7.9 44.0 5.4 10.2     

I 9.2 13.3 12.4 11.6 3.9 9.2 10.0 10.4 10.0 10.4L= 

4 II 10.7 17.2 8.3 25.3 3.8 10.0     

 

Неожиданным, даже удивительным, оказался факт хорошего и устойчивого 

восстановления форм при очень малом угловом диапазоне данных - менее 1.5 

шенноновских интервала и числе независимых параметров моделей 16 - 6=10 

(область 1 на Рисунке 2.7). При этом число точек для расчета невязки в этом 

диапазоне было всего 5. После этого неудивительно улучшение R-фактора для 

больших диапазонов. Для дополнительной проверки устойчивости 
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восстановления был поставлен отдельный численный эксперимент, который 

заключался в добавлении к целевой функции (2.31) дополнительного штрафного 

члена за приближение рабочей модели к точной. Этот штраф вычислялся как 

обратная величина к (2.48) с соответствующим весовым вкладом, который 

варьировался от эксперимента к эксперименту от больших до малых значений, 

таких, что вклад штрафа в (2.48) составлял от 100 до 1%. При большом штрафе 

программа была не в состоянии найти модель, удовлетворительно 

восстанавливающую кривую рассеяния. По мере уменьшения штрафа находимое 

решение приближалось к точному телу. Таким образом, для тел на Рисунке 2.5 

численно была показана единственность восстановления, несмотря на 

значительное превышение числа параметров над числом шенноновских каналов. 

Решения показаны на Рисунке 2.8.  

 

 

Рисунок 2.8 –  Восстановление формы частиц, представленной до L = 3, по 
разным участкам кривой интенсивности МУР. Столбец 0: точные модели. 

Столбцы 1-4: восстановление по участкам 1-4 Рисунка 2.7. Римскими цифрами 
обозначены формы тел, соответственно Рисунку 2.5. 
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Перекрестные восстановления (старт с другого тела) привели к тем же 

устойчивым решениям. Разумеется, полученный результат не является общим для 

всех возможных форм и условий эксперимента.  

Эксперимент 2. 

В численных экспериментах по восстановлению формы, описываемой рядом 

(2.20) до L=4 (25-6=19 независимых параметров, Dmax = 20.3 нм) брали разные 

стартовые приближения. Кривые рассеяния и результаты восстановлений формы 

до L = 4 показаны на Рисунках 2.9 - 2.10. Верхний ряд фигур на Рисунке 2.10 

соответствует старту со сферической формы, нижний - с анизометричной формы с 

преобладанием высших гармоник. Большее, чем в предыдущем эксперименте, 

число параметров модели привело к большей нестабильности решения. Малый 

угловой диапазон 1 привел к решениям с большим отклонением от точного тела, 

чем в случае с L = 3 (Таблица 2.1, Рисунок 2.10, столбец 1.). Однако, увеличение 

углового диапазона до значений, соответствующих реальным экспериментам 

(диапазон 3), сделало восстановление практически независимым от стартового 

приближения (столбец 3 в верхнем и нижнем ряду фигур). Внутренний диапазон 2 

реального практического смысла не имеет, расчет сделан для проверки важности 

начального участка кривой рассеяния, в котором содержится информация об 

анизометрии формы и ее деталях низкого разрешения. Потеря этой информации 

действительно влияет на результат восстановления (столбец 2, строки А и Б).  

Эксперимент 3. 

Для проверки стабильности решения от случайных шумов в данных, к 

исходным интенсивностям был добавлен псевдослучайные нормально 

распределенные числа с относительной дисперсией 10%. Результат для тел с L = 3 

(Рисунки 2.5 и 2.8) показан на Рисунках 2.11 и 2.12, для тел с L = 4 - на Рисунках 

2.12 и 2.13. Добавление случайного шума особенно сильно повлияло на качество 

восстановления при малых угловых диапазонах 1 и 2. Полный диапазон 3, 

соответствующий качественному малоугловому эксперименту, позволил 

программе восстановить форму с приемлемым качеством (Рисунок 2.12, столбец 



 173

4). Результаты сравнения решений с исходными моделями представлены в 

Таблице 2.1. 

Результаты восстановления тела с L = 4 представлен на Рисунке 2.13. 

 

 

Рисунок 2.9 – Модельные кривые МУР от частицы. (1) - исходная кривая, 
используемая в качестве экспериментальной. (2) - МУР от частицы, 

восстановленной по диапазону 1. (3) - восстановление по диапазону 2, кривая 
практически совпадает с исходными данными. Кривые от найденных моделей 

рассчитаны с превышением углового диапазона подгонки с целью демонстрации 
их предсказательного характера. Величина шенноновского канала рассчитана для 

максимального диаметра оболочки 20.3 нм. 
 

Шумы в данных влияют на восстановление из-за того, что их низкочастотные 

составляющие искажают форму кривой рассеяния. Этот эффект может быть 

уменьшен путем уменьшения шага по s, т.е. увеличения числа экспериментальных 

точек в шенноновском канале, однако не может быть полностью устранен.  

Данный пример говорит о том, что при измерениях рассеяния желательно 

устанавливать частый угловой шаг отсчетов для улучшения статистики и 

возможности распознавания низкочастотной составляющей шума измерений. 
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Рисунок 2.10 – Восстановление формы частицы В, представленной до L = 4, по 

разным участкам кривой интенсивности МУР. Столбцы 1 - 3: модели, 
восстановленные по диапазонам 1 - 3, соответственно. В центре показана точная 
модель. Строка А: старт со сферической формы, строка Б - старт с произвольной 

формы. 

 

Рисунок 2.11 – Данные рассеяния для восстановления формы с L = 3 при 10% 
случайном шуме в исходных данных. (1): исходная кривая интенсивности. (2): 
кривая (1) с 10% псевдослучайным шумом (взята в качестве экспериментальных 

данных). (3): рассеяние от найденной модели III Рисунок 2.12, столбец 0. 
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Рисунок 2.12 – Восстановление форм I - III (Рисунок 2.5) с L = 3 при 10% 
случайном шуме в исходных данных. Столбец 0: исходные тела. Столбцы 1 - 3 
соответствуют восстановлениям по диапазонам интенсивности 2 - 4 Рисунка 2.7. 
Диапазон 1 не брали для расчетов из-за полной непригодности в силу малого 

числа отсчетов. 

 

Рисунок 2.13 – Восстановление формы частицы В, представленной до L = 4, по 
разным участкам кривой интенсивности МУР при 10% случайном шуме в 

исходных данных. Столбцы 1 - 3: модели, восстановленные по диапазонам 1 - 3, 
соответственно. В центре показана точная модель. Строка А: старт со 

сферической формы, строка Б - старт с произвольной формы. 
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Э

ый угол 

огра

. Для тел с L = 3 

введ

ксперимент 4 

периментах по измерению рассеяния минимальнВ реальных экс

ничен размерами сечения пучка излучения, который перекрывается перед 

детектором (Рисунок 2.1). Для моделирования реальных условий эксперимента 

теоретическую кривую рассеяния от модельного тела начинали с s = 0.1 нм-1 и 

добавляли 3%-ый относительный псевдослучайный шум. Кроме того, к данным 

рассеяния была добавлена константа, равная 10-4 от интенсивности в нулевой 

угол, которая моделировала ошибку вычитания фона рассеяния.  

На Рисунках 2.14 и 2.15 показаны результаты эксперимента

енные в данные рассеяния искажения практически не повлияли на результаты 

восстановления, при L = 4 искажения форм заметны, но R-фактор не превышал 

10.4% (Таблица 2.1). 

  

Рисунок 2.14 – Восстановление форм частиц в условиях, приближенным к 
экспериментальным. Слева - моделирование тела с L = 3 (тело I на Рисунке 2.5). 
(1) й, 

в  
о  

: идеальная кривая рассеяния. (2): кривая с шумом и добавленной константо
используемая в качестве экспериментальных данных. (3): рассеяние от 

осстановленной модели (Рисунок 2.15, верхняя строка, столбец 1). Справа - те же
бозначения для тела В c L = 4 (Рисунок 2.15, нижняя строка, столбец 1).
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Рисунок 2.15 – Результаты моделирования форм частиц в условиях, 
приближенным к экспериментальным (Рисунок 2.14). Столбец 0: точные модели. 
Столбцы 1 - 4: результаты восстановления при разных стартовых приближениях. 

 

 

Эксперимент 5. 

Большое число параметров модели (например, L = 5) уже приводит к 

неоднозначным решениям. Это продемонстрировано не Рисунках 2.16 и 2.17, 

которые показывают, что рассеяние от трех разных в деталях форм практически 

совпадает в рабочем диапазоне (показан стрелкой), который использовали для их 

восстановления, при числе шенноновских каналов 12. Число независимых 

параметров моделей равно (L+1)2-6 = 30. 
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Рисунок 2.16 – Демонстрация неоднозначности данных рассеяния от разных тел с 
L = 5 (30 независимых параметров, 13 шенноновских каналов). R-факторы 
приведены в Таблице 2.1. Оболочки тел показаны на Рисунке 2.17. Кривые 
рассеяния практически неразличимы в области, показанной стрелкой. 

 

 

Рисунок 2.17 – Пример форм тел а, б и в, обладающих практически идентичными 
кривыми рассеяния в диапазоне 13-ти шенноновских каналов (Рисунок 2.16). 

Верхняя строка: тела повернуты на 90о вокруг горизонтальной оси. 
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В целом, проведенные модельные экспеpименты позволяют утвеpждaть, 

что пpи L  1.5NS получaемое pешение однознaчно с приемлемой на практике 

точностью (с точностью до энaнтиомоpфного пpеобpaзовaния чaстицы, не 

меняющего интенсивности paссеяния) в клaссе моделей, описывaемых функцией 

фоpмы (2.20). Увеличение диапазона данных не должно существенно уменьшать 

величину вариаций решений, так как за пределами 15-20 шенноновских каналов 

вклад в рассеяние определяется уже внутренними неоднородностями, на фоне 

спада кривой рассеяния от формы низкого разрешения по закону Порода [122] 

который определяется только двумя параметрами, величиной s и показателем 

степени p в sp. Рассмотренный подход применим только для оценки общего вида 

формы частиц, детали формы с разрешением менее 1/3 - 1/4 от ее максимального 

диаметра оказываются ненадежными. Влияние диапазона данных на точность 

восстановления наглядно демонстрируется Рисунком 2.18 

 

Рисунок 2.18 – Зависимость R-фактора для восстановленных тел от углового 
диапазона данных рассеяния. (1)-(3): для тел I - III с L = 3 Рисунка 2.5. (4)-(5): для 

тела В с L = 4 Рисунка 2.10, при двух стартах с различных начальных 
аппроксимаций. Положения значений шенноновских каналов различаются для 

двух групп тел в силу их различного максимального диаметра. 
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Привлечение дополнительной информации о задаче, например, наличие оси 

симметрии, может быть легко учтено в задаче или наложением дополнительных 

штрафов, или введением оси симметрии, которая значительно уменьшает число 

независимых параметров, отбрасывая гармоники, не обладающие такой 

симметрией. В последнем случае величину L можно увеличивать и, тем самым, 

повышать разрешение устойчивой модели. 

Рассмотренные численные эксперименты были еще ограничены тем, что 

идеальное рассеяния от модельных тел рассчитывали по ограниченному ряду 

гармоник. На практике, конечно, такого ограничения не существует и это следует 

принимать во внимание при анализе экспериментальных данных, уменьшая 

доверие к относительно мелким деталям формы. 

Недостатком данного метода является невозможность описывать 

отверстия и глубокие впадины на поверхности, так как прямая, выходящая из 

начала координат, должна пересекать параметризованную поверхность только 

один раз. Этого недостатка лишен метод моделирования малыми объемными 

элементами (шариками), который будет рассмотрен далее. 

C целью повышения устойчивости результата алгоритм восстановления 

формы был модифицирован с учетом эффекта обрыва ряда (2.20). Сначала 

определяется тpехосный эллипсоид с полуосями A, B, C, модельная 

интенсивность paссеяния от котоpого IE(s)  

  dydxyCyxBxAssI iiE 

















 












  

1

0

1

0

2
1

2222222 1
2

1
sin

2

1
cos)(   

нaилучшим обpaзом aппpоксимиpует нaчaльный отрезок экспеpиментaльной 

кpивой интенсивности paссеяния (соответствующий NS = 2 - 3). Paзложив 

функцию фоpмы нaйденного эллипсоидa в pяд по сфеpическим гapмоникaм и 

удеpжaв слaгaемые с lL, получают фоpму EL. Положив      sIsIsw EEL
/ , 

подaют нa вход aлгоpитмa нелинейной минимизaции взвешенные 

экспеpиментaльные знaчения w(si)J(si). Таким образом удается ослабить вклад 

коэффициентов высокочастотных сферических гармоник во входных данных. 

Модельные испытания модифициpовaнного aлгоpитма по методу 
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“мультизапуска” показали, что он обеспечивaет стабильное восстaновление 

фоpмы чaстиц пpи низком paзpешении, не зависящее от стартового приближения. 

Пpогpaммa опpеделения фоpмы большинство необходимых устaновок 

делaет сaмa, но пользовaтель может, нaпpимеp, уменьшить пpостpaнственное 

paзpешение, устaновив в пpоцессе диaлогa с пpогpaммой знaчение L, paвное 3, a 

не 4. Это пpиведет к знaчительному улучшению стaбильности pешения - фоpмы 

чaстицы, но мелкие детaли стpуктуpы, видные в pешении пpи L = 4, потеpяются. 

Со времени своего создания программа SASHA была применена 

исследователями во всем мире для оценки формы многих десятков, если не сотен 

белковых молекул и наночастиц другой природы. Программа входит в состав 

пакета анализа данных малоуглового рассеяния ATSAS [А39], открытый для 

свободного использования (Data analysis software ATSAS, http://www.embl-

hamburg.de/biosaxs/software.html). 

Изображения оболочек тел на рисунках были получены с помощью системы 

трехмерной графики ASSA [А15]. ASSA позволяет отображать и манипулировать 

одновременно 50 объектами, представленными как функциями оболочек 

(каркасная оболочка, затененная поверхность с различной степенью 

прозрачности), так и совокупностями атомов (или цепью C-aтомов). Кроме того, 

ASSA способна вызывать программы анализа данных, в частности, программу 

расчета интенсивности рассеяния отдельным объектом, а также программу 

определения формы. В последнем случае осуществляется поиск формы в 

реальном времени: в процессе уточнения формы последовательные приближения 

отобpaжaются нa экpaне в виде тpехмеpных тел, и одновpеменно покaзывaется 

гpaфик соглaсия между экспеpиментaльной и paсчетной кpивой. Каждая 

программа работает как независимый процесс, обмен информацией происходит 

через специально организованные информационные каналы. Пользователь в 

любой момент имеет возможность остановить процесс восстановления формы, 

проанализировать получающееся на данный момент решение, поменять 

параметры и либо продолжить, либо прекратить работу программы. Таким 

образом удается визуализировать и сделать контролируемым процесс 

автоматического определения формы, обычно скрытый от глаз исследователя. 
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2.2.2.2 Пример определения форм белковых молекул в растворе по данным 

малоуглового рентгеновского рассеяния 

 

Практическая значимость разработанного алгоритма была проверена на 

восстановлении по реальным экспериментальным данным формы ряда белков с 

известной структурой в кристалле (FKBP25mem [А7], лизоцим, гексокиназа, 

рибонуклеотид редуктаза, обратная транскриптаза, тиоредоксин редуктаза, 

миозин S1, энопирувил трансфераза и много других). Результаты модельных 

расчетов для большого количества белков были использованы при разработке 

метода и программы классификации белковых структур по данным рассеяния 

[А30]. Рисунки 2.19 и 2.20 иллюстрируют определение формы двух белков: 

гексокиназы и обратной транскриптазы вируса иммунодефицита человека в 

растворе и дают представление о разрешении, которое достигается прямым 

восстановлением формы по данным МУР [А22]. Молекуляpные веса этих частиц: 

52 и 105 КДa, соответственно. Измеpения пpоводились нa устaновке X-33 (EMBL, 

синхpотpон DESY, Гамбург, Германия). На Рисунке 2.19 точками показаны 

экспериментальные данные, сплошными линиями - восстановленные кривые 

интенсивности рассеяния. Модели низкого разрешения в обоих случаях 

вычислялись при L=4 (19 независимых параметров). На Рисунке 2.20 они 

изображены в виде прозрачных оболочек. Для сравнения показаны также атомные 

модели частиц [161]. 

Другим примером служит определение формы макромолекул белка SecA и 

конформационной гибкости димера в растворе. Димерные молекулы SecA 

является удлиненными образованиями, 15 нм в длину и 8 нм в поперечном 

сечении. Поэтому длина димера примерно в 4 раза превышает толщину 

мембраны, в которую он встраивается. Присоединение к поверхности SecA 

макромолекулы ATP или ADP не изменяет радиус инерции. Мутант SecA, 

который катализирует несколько циклов гидролиза АТФ не претерпевает 

серьезных конформационных изменений, которые обнаруживало бы малоугловое 

рассеяние. 
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Рисунок 2.19 – Интерпретация данных МУР растворами гексокиназы 
(верхняя кривая) и обратной транскриптазы вируса HIV-1 (нижняя кривая). 
Экспериментальные данные изображены точками. 

 

 
Рисунок 2.20 – Модели низкого разрешения (прозрачные оболочки) и 

атомные модели гексокиназы (слева) и обратной транскриптазы (справа). Верхний 
ряд: структуры, повернутые на 90о  вокруг горизонтальной оси. Кристаллические 
атомные модели показаны точками. 

 

Этот вывод был сделан на основании моделирования формы мономера и 

димера в растворе с помощью рассмотренного выше подхода. Более подробно 
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детали биохимического функционирования данного белка и условия 

приготовления образцов представлены в [А19] и не будут предметом 

рассмотрения в данном разделе. Представим здесь только финальный результат 

структурных исследований, сделанный на основе анализа данных МУР.  

 

Рисунок 2.21 - Определение формы SecA в растворе. А: экспериментальная 
и модельные кривые МУР. Пунктир: рассеяние от модели димера, 
представленного одной формой при L = 4; точки: рассеяние от модели димера, 
составленного из 2-х мономеров, форма которых одинакова и найдена при L=3 
(тело 1 внизу). Составная модель точнее передает рассеяние в средних углах, 
увеличенный средний участок (помечен серой областью на рисунке А) показан на 
рисунке B. C: Полученная модель низкого разрешения формы молекулы SecA, 
состоящую из двух мономеров. Модель 2 - повернута относительно модели 1 на 
90о вокруг горизонтальной оси, и 3 - вокруг вертикальной. Ориентация SecA 
относительно к плоскости мембраны является гипотетической. SecA также могут 
быть расположены параллельно мембране, если форма 3 вращается вокруг Z на 
180о (не показано). Для сравнения относительных размеров, схематически 
представлен липидный бислой мембраны (заштрихованный прямоугольник, 
толщина 3.4 - 4 нм [162]), охватывающей гидрофобное ядро ок. 3 нм) и SecYEG 
тример (белый прямоугольник).  
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2.2.2.3 Построение многокомпонентной оболочечной структуры  

рибосомы 70S E.coli в растворе по данным  

нейтронного малоуглового рассеяния 

 

Методы МУР позволяют получить структурные параметры биополимеров с 

большой молекулярной массой и их комплексов, к которым относится 

субъединицы 50S и 30S рибосомы, состоящие из РНК ядер и связанных с ними 

белков. Другим структурным методом исследования белковых молекул с 

большим молекулярным весом является электронная микроскопия, однако, как 

уже отмечалось в начале главы, она требует специальной подготовки образцов и 

не позволяет различать близкие по электронной плотности области занятые 

белками и РНК.  

Интенсивность рассеяния от частицы и ее компонент пропорциональна 

квадрату контраста (разности между рассеивающей плотностью частицы и 

плотностью растворителя). Следовательно, если плотности компонент частицы 

отличаются, их относительный контраст можно менять, варьируя плотность 

растворителя и, тем самым, изменять их относительный вклад в суммарную 

интенсивность рассеяния. Для нейтронного рассеяния плотность отдельных 

компонент и растворителя можно менять путем замещения протонов в 

биополимерах на ядра дейтерия и меняя долю тяжелой воды в растворе. Набор 

кривых нейтронного рассеяния, соответствующих различным контрастам 

представляет собой более богатый информацией экспериментальный материал и 

позволяет селективно моделировать структуру компонент частицы. В данной 

работе метод вариации контраста применен к исследованию молекулы рибосомы 

Escherichia coli 70S.  

Данная работа выполнялась большим коллективом сотрудников из 

нескольких организаций. Математическое обеспечение для интерпретации 

данных рассеяния было создано в Европейской лаборатории молекулярной 

биологии под руководством Д.И. Свергуна, которым был разработан и алгоритм 

анализа данных рассеяния, рассматриваемый в данном разделе. Вклад автора в 
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данную работу состоял в применении техники сингулярного анализа аддитивных 

кривых, рассмотренной в разделе 1, для фильтрации и коррекции 

экспериментального набора интенсивностей рассеяния, а также в проведении 

некоторых расчетов.  

Рибосомы являются большими по массе комплексами РНК и нескольких 

десятков белков, организованными в две субъединицы неравного размера. 

Прокариотическая 70S рибосома кишечной палочки состоит из 57 

макромолекулярных компонент, 54 белков и трех рРНК, при общей молекулярной 

массе около 2,3 106 Da [162]. В обеих субъединицах РНК-остатки составляют 

около двух третей общей массы. 

К моменту начала наших исследований по структуре рибосомы 70S было 

опубликовано большое количество работ. В качестве стартовых моделей мы 

использовали электронномикроскопические модели, как наиболее 

соответствующие данным МУР, хотя и не вполне их воспроизводящие. 

Замена водорода на дейтерий позволяет контрастировать определенные 

области в биомолекулах в случае рассеяния нейтронов.  Водород рассеивает 

нейтроны в основном некогерентно, создавая слабо зависящий от угла фон 

рассеяния, который можно вычесть из данных измерений, тогда как ядра дейтерия 

обладают и большим сечением рассеяния и рассеивают нейтроны когерентно. 

Следовательно, дейтерированная часть молекулы будет обладать значительно 

большей амплитудой рассеяния по сравнению с протонированной. Для 

настоящего исследования были приготовлены две группы выборочно 

дейтерированных образцов 70S (Таблица 2.2). Первая группа состояла из сборок 

полностью протонированных и / или дейтерированном рибосомных субъединиц, 

то есть из полностью дейтерированной и полностью протонированной 70S частиц 

(HH30+HH50) и (DD30+DD50), а также 70S состоящих из одной дейтерированной 

и одной протонированной субъединицы, соответственно (DD30+HH50, 

HH30+DD50). В обозначениях цифры означают коэффицент седиментации 

частицы и отвечают ее названию - 30S и 50S. Первая буква означает 



 187

протонирование (H) или дейтерирование (D) белка, вторая, по аналогии - РНК. 

Второй набор содержал субчастицы с перекрестным протонированием / 

дейтерированием белков и РНК. Подготовка таких образцов проходила в два 

этапа. Сначала гибридные субчастицы синтезировали из перекрестно 

дейтерированных и протонированных белков и РНК, затем полную частицу 70S 

собирали из них и из нативных протонированных субъединиц, получив в 

результате DH30+HH50, HH30+DH50, и DH30+DH50. Все образцы были 

проверены на гомогенность (ультацентрифугирование в градиенте сахарозы и 

гель-хроматография), структурную целостность и биологическую активность. Во 

всех случаях степень гомогенности была > 90%. Целостность молекулы рРНК 

контролировали методом одномерного гель-электрофореза. Результаты измерения 

биологической активности образцов, т. е. активности связывания тРНК, 

транслокационная эффективность и пептидилтрансферазнаяя активность была 

исследована биохимически. 70S, собранные из нативных субчастиц, имели 

примерно такую же высокую активность, как и гибридные и не хуже 75% от 

активности природной 70S. Препаративная и биохимическая часть исследований 

часть была выполнения группой профессора К.Х. Нирхауса в (Max Planck Institut 

für Molekulare Genetik, AG Ribosomen, Ihnestraße 73, 14195 Berlin, Germany), 

измерения нейтронного рассеяния - группами проф. Г. Штурмана в (GKSS 

Research Centre, GKSS-WS, D-21502 Geesthacht, Germany) и Я.С. Педерсена в 

(Risø National Laboratory, DK-4000 Roskilde, Denmark). Подробно все детали 

эксперимента рассмотрены в [А11, А12]. 

Интегральные параметры целой рибосомы 70S, ее частей 30S и 50S, 

отдельных белков и РНК-фрагментов были оценены по инвариантам данных МУР 

(2.3 - 2.6). Эти данные сравнивали с результатами электронномикроскопических 

реконструкций 70S-рибосомы, которые были  предоставлены группами Дж. 

Франка (Албания) и М. Ван Хила с П. Бриакомбе (Берлин) [163,164]. 

Интегральные параметры и теоретические кривые рассеяния моделей 70S и 

субчастиц сравнивали с экспериментальными данными. Было найдено, что 

модель Франка [163] обеспечивает лучшее согласие с данными рассеяния. 50S 
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субъединица Ван Хила и модель Бриакомбе значительно лучше соответствуют 

данным рассеяния, если заполнить поры в предложенных ими структурах. Этот 

факт послужил толчком к моделированию частицы однородными фазами - 

белковой и РНК. 

 

Таблица 2.2. Состав и контрасты исследованных образцов частиц рибосомы 70S. 

Частица Растворитель 
Белки 

TP30 
16S rRNA 

Белки 

TP50 
23S/5S rRNA 

HH30+HH50 0%D2O 1.82 2.27 1.79 2.27 

HH30+HH50 35%D2O 0.327 1.18 0.293 1.18 

HH30+HH50 50%D2O -0.312 0.710 -0.346 0.710 

HH30+HH50 75%D2O -1.38 -0.069 -1.41 -0.069 

HH30+HH50 100%D2O -2.44 -0.848 -2.48 -0.848 

HH30+DD50 0%D2O 1.82 2.27 5.57 3.82 

HH30+DD50 35%D2O 0.327 1.18 4.07 2.72 

HH30+DD50 50%D2O -0.312 0.710 3.43 2.26 

HH30+DD50 75%D2O -1.38 -0.069 2.37 1.48 

DD30+HH50 0%D2O 5.52 3.82 1.79 2.27 

DD30+HH50 35%D2O 4.03 2.72 0.293 1.18 

DD30+HH50 50%D2O 3.39 2.26 -0.346 0.710 

DD30+HH50 75%D2O 2.33 1.48 -1.41 -0.069 

DD30+HH50 100%D2O 1.26 0.700 -2.48 -0.848 

DD30+DD50 0%D2O 5.52 3.82 5.57 3.82 

DD30+DD50 35%D2O 4.03 2.72 4.07 2.72 

DD30+DD50 50%D2O 3.39 2.26 3.43 2.26 

DD30+DD50 75%D2O 2.33 1.48 2.37 1.48 

DD30+DD50 100%D2O 1.26 0.700 1.30 0.700 

DH30+HH50 0%D2O 5.52 2.27 1.79 2.27 

DH30+HH50 40%D2O 3.82 1.02 0.086 1.02 

DH30+HH50 60%D2O 2.96 0.398 -0.766 0.398 

DH30+HH50 100%D2O 1.26 -0.848 -2.48 -0.848 

HH30+DH50 0%D2O 1.82 2.27 5.57 2.27 

HH30+DH50 40%D2O 0.116 1.02 3.87 1.02 

HH30+DH50 60%D2O -0.736 0.398 3.01 0.398 

HH30+DH50 100%D2O -2.44 -0.848 1.30 -0.848 

Отдельные субъединицы в растворе 

HH30 0%D2O 1.82 2.27 0 0 

HH30 100%D2O -2.44 -0.848 0 0 

HH50 0%D2O 0 0 1.79 2.27 
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HH50 100%D2O 0 0 -2.48 -0.848 

DD30 0%D2O 5.52 3.82 0 0 

DD50 0%D2O 0 0 5.57 3.82 

Спин-зависимые данные рассеяния  

HH30+DD50 P=0 -3.24 -1.39 0.41 0.11 

HH30+DD50 P=1 1.98 0.79 0.57 0.19 

DD30+HH50 P=0 0.37 0.11 -3.28 -1.39 

DD30+HH50 P=1 0.53 0.19 2.05 0.79 

DH30+DH50 P=0 0.37 -1.39 0.41 -1.39 

DH30+DH50 P=1 0.53 0.79 0.57 0.79 

Данные рентгеновского МУР 

70S 0%D2O 1.16 1.82 1.16 1.82 

30S 0%D2O 1.16 1.82 0 0 

50S 0%D2O 0 0 1.16 1.82 

 

Уровень дейтерирования белковых частей молекул были определены 

методом масс-спектрометрии и полученные значения использованы для расчета 

рассеивающего контраста для каждого образца индивидуально. Для РНК 

принимали 100% дейтерирование, что было проверено измерениями нейтронного 

рассеяния. В результате были определены следующие величины относительных 

контрастов, указанные в Таблице 2.2 и установлены правила расчета: 

 70S = 0.358  TP  +  0.642  RNA  =  0.369  30S  + 0.631  50S 

 30S = 0.412  TP  + 0.588 RNA   (2.50) 

 50S = 0.327  TP  + 0.673 RNA 

Эти контрасты представляют собой "сухие контрасты", соответствующие сухому 

исключенному объему частиц. Реальные контрасты гидратированных частиц 

легко рассчитываются из коэффициента объемного гидратирования Hv (v/v) как 

wet =  dry / (1+Hv ). Контраст частицы определяется формулой 

  Vdv s
V

s    ])([ r  , (2.51) 

V - объем частицы, ρs - плотность растворителя, ρ(r) - функция плотности 

частицы,   - ее средняя плотность. 
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Радиус инерции частицы как функция контраста записывают в виде 

  ,
2

22











 cg RR   (2.52) 

где Rc - радиус инерции при бесконечном контрасте, α > 0, если плотность 

оболочки частицы больше плотности ядра и < 0 в противном случае, 0 , если 

центр массы частицы смещается по мере изменения контраста [165]. Объем 

частицы (т.н. Породовский объем) определяли по выражению [126]  

  

 
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0

2

2

)(

)0(2
sP

dssIs

I
V


 , (2.53) 

который соответствует объему гидратированной частицы в растворе. 

Вариации контраста с помощью замены растворителей, содержащих 

разные доли обычной и тяжелой воды составили основную часть образцов для 

измерений нейтронного рассеяния. Качество образцов, стабильность молекул в 

растворе, правильность расчета контрастов контролировали путем расчета 

структурных инвариантов (2.4 - 2.6). Параллельный ход кривых зависимости 

интенсивности рассеяния в нулевой угол для всех образцов в зависимости от 

процентного содержания тяжелой воды в растворителе свидетельствовал о 

корректности экспериментов (Рисунок 2.22). Линейный характер этих 

зависимостей показывал, что все частицы структурно аналогичные частицы 

имеют практически одинаковый инвариантный объем.  
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Рисунок 2.22 – Нормализованная интенсивность рассеяния в нулевой угол 
от гибридных образцов рибосомы и ее субчастиц в зависимости от концентрации 

тяжелой воды в растворителе. Регрессии (1 до 8) соответствуют 
последовательности образцов, приведенной в Таблице 2.3 (образцы с 1 по 8 

сверху вниз). Ошибки в I(0) меньше, чем размер символов. d - толщина образца, 
T - пропускание. 
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Таблица 2.3. Основные параметры образцов рибосомы и ее субъединиц. 

Наимено-

вание 

образца 

 calc 

  %D2O 

 exp 

%D2O 

 / HH 

in H2O 

(I0/I0HH)1/2 

in H2O 

Мол. 

вес, 

106 Da 

HH30+HH50 59.9 60.5 - - 2.07 

HH30+DD50 100.8 101 1.68 1.73 2.22 

DD30+HH50 84.8 87 1.42 1.49 2.20 

DD30+DD50 125.8 126 2.10 2.14 2.20 

DH30+HH50 73.5 74 1.26 1.17 2.03 

HH30+DH50 79.0 80 1.32 1.36 2.09 

HH30 58.3 58 - - 0.84 

HH50 60.8 61 - - 1.38 

DD30 125.9 - 2.16 2.30 - 

DD50 125.7 - 2.07 2.06 - 

 

Найденные по данным рассеяния структурные инварианты представлены 

в Таблице 2.4. 

Полный набор экспериментальных данных МУР представлял собой 42 

кривые рассеяния.  
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Таблица 2.4. Интегральные параметры рибосомы 70S и ее субчастиц, Здесь 
Rc - радиус инерции при бесконечном контрасте, V - исключенный объем, 
Dmax - максимальный диаметр, определяемый по форме функции парных 
расстояний p(r), Rg 

RNA
 - радиус инерции РНК - области, Rg 

TP - белковой части 
комплекса. 
 

Параметр Эксперимен-
тальное 
значение 

Микроскопи-
ческая модель 
Франка 

Модель Штарка 

30S  
Rc, nm 7.20.2 6.91 7.57 
V, nm3 1400200 1300 970 
Dmax, nm 242 23.5 25.3 
Rg 

RNA, nm 6.60.2 6.75 - 
Rg 

TP, nm 7.90.3 7.21 - 

50S  
Rc, nm 7.60.2 7.40 8.30 
V, nm3 2500100 2620 1980 
Dmax, nm 251 24.4 25.1 
Rg 

RNA, nm 6.50.1 6.90 - 
Rg 

TP, nm 9.70.5 8.12 - 

70S  
Rc, nm 9.150.05 8.69 9.68 
V, nm3 4000200 3920 2950 
Dmax, nm 272 26.9 29.3 
Rg 

RNA, nm 8.20.2 8.30 - 
Rg 

TP, nm 10.50.5 9.24 - 
 d(30-50), nm 10.50.4 10.0 11.1 

 

Модель частицы рибосомы была построена из 4-х компонент - двух 

РНК-областей и двух белковых фаз (попарно для субъединиц 30S и 50S). Как 

было рассмотрено выше, форму каждой компоненты параметризовали 

разложением в ряд по сферическим гармоникам (2.19, 2.20) и частичные 

амплитуды рассеяния представляли в виде разложения (2.21) [166]: 
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где pmax - число членов в степенном ряде и flm - мультипольные коэффициенты 

q - ой степени функции формы: 

   , (2.55) 
w

lm
qq

lm dwYwFf )()]([ *)(

δl0 = 1, если l = 0 и δl0 = 0 в других случаях. Процедуры быстрого вычисления 

частичных амплитуд были разработаны Д.И. Свергуном и Х.Б. Штурманом в 

[167,168]. Для уменьшения ошибок в теоретической интенсивности центр масс 

фигуры должен быть как можно ближе к началу координат. Это делает ряд (2.54) 

значительно быстрее сходящимся. Так как координаты центров масс компонент 

(белковой и РНК части субъединиц) могут отличаться, это различие необходимо 

учитывать при вычислении рассеяния от всей частицы (усреднение ведется по 

всему телесному углу Ω): 
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An(s) - амплитуда рассеяния от n-ой компоненты всей частицы, смещенной своим 

центром масс в начало координат и нормированная к единичному контрасту, 

n  - контраст, rn - позиция центра масс n - ой компоненты. Сдвиг вдоль оси Z на 

Δd приводит к выражению для амплитуд сдвинутой частицы 



 195

    (2.57) 

)(
0000

)]12)(12[(

)12)(()()1()(

2/1

||

0

max

sA
m

kp

m

lkpl
kl

psjisB

lm

k

kj

pl

plk

p
p

p

p

m
lm


































jp(x) - сферические функции Бесселя,  
l
m

p
q

k
t







 - 3j символы Вигнера [168]. 

Интенсивности рассеяния рассчитывают по (2.13-2.15), подставляя Blm вместо Alm.  

Уравнение (2.56) приводит к соотношению при n = 4 (4 компоненты 

рибосомы 70S): 
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Таким образом, с учетом ортогональности сферических гармоник 

усреднение по телесному углу < >Ω приводит к аналитическому выражению (знак 

приблизительного равенства означает, что суммирование ведется до Lmax , а не до 

бесконечности): 
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 , (2.59) 

представляющему собой сумму 10 компонентов. Этот факт лег в основу 

применения техники сингулярного анализа матрицы интенсивностей рассеяния, 

рассмотренного в первой части данной диссертационной работы, с целью 

выяснения числа независимых компонентов в наборе данных рассеяния и 
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коррекции экспериментальных данных путем приведения их к 10-

конмпонентоному набору. 

Будем называть в дальнейшем составную часть структуры "компонентой", 

а слагаемое в (2.59) - "компонентом".  

Основным вкладом автора в данную работу было применение техники 

модельно-независимого анализа многокомпонентных смесей, рассмотренной в 

разделе 1, к анализу и корректировке набора данных рассеяния от образцов 

рибосомы. 4 физических компоненты частицы соответствуют рассеянию, 

интенсивность которого представляет собой линейную комбинацию 10 слагаемых 

(2.59). Систематические ошибки в исходных данных (основной причиной которых 

было неточное вычитание фона рассеяния и низкочастотные составляющие 

случайных шумов измерений) приводят к нарушению  аддитивности (2.59), 

поэтому по набору данных была проведена оценка числа независимых 

компонентов с помощью методов, рассмотренных в 1-й части. Статистический 

анализ левых сингулярных векторов матрицы данных (раздел 1.3.5) показал 

наличие 10 значимых компонентов при уровне значимости не более 0.05. Это 

число соответствовало условию числа слагаемых в (2.59) для 4-х фазной частицы. 

На основании этого набор данных был скорректирован.  

Для проведения коррекции данные (42 кривые рассеяния) были 

представлены на одинаковой угловой сетке в виде матрицы D и получено 

сингулярное разложение (1.4). Далее матрица данных была восстановлена по 

первым 10 сингулярным векторам и получена матрица D  (1.7). Тем самым была 

проведена коррекция к 10 компонентам путем минимального возмущения 

исходного набора (детали подхода были рассмотрены в 1-й части). Величина 

критерия Дарбина-Ватсона (1.14), рассчитанного по матрице остатков  (1.6) 

была равна 1.7, что свидетельствовало о наличии автокорреляции в отброшенных 

остатках с уровнем значимости не более 0.05. Применение критерия Вальда-

Вольфовица (1.32) показало, что последовательность точек в остатках является 

выборкой из последовательности независимых случайных чисел с уровнем 

0F
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значимости 0.01. Критерий Вальда-Вольфовица, будучи ранговым 

непараметрическим критерием, практически нечувствителен к малым смещениям 

в последовательностях. Таким образом, незначительная систематическая 

составляющая в матрице остатков вероятнее всего имела вид смещения, которое 

было тем самым скорректировано в восстановленной матрице. Пример контуров 

первых 15 сингулярных векторов для набора данных рассеяния низкого 

разрешения (до s = 0.6 нм-1) приведен на Рисунке 2.23. 

 

Рисунок 2.23 – Первые 15 сингулярных векторов матрицы данных нейтронного 
рассеяния, представленные в виде контуров относительно вектора рассеяния. 

Кривые смещены по вертикали для большей наглядности. Первый сингулярный 
вектор не показан: он представляет собой усредненный контур кривых рассеяния. 

Из рисунка видно, что систематическое поведение контуров заметно до 10 
вектора включительно. 

 

Данный пример демонстрирует предложенный автором методологический 

прием анализа остатков на наличие систематических отклонений путем 
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комплексного применения разных критериев оценки автокорреляции в элементах 

сингулярных векторов и матрицы остатков. 

Схема модели частицы рибосомы показана на Рисунке 2.24. 

 

Рисунок 2.24 – Схематическое изображение четырехфазной модели рибосомы. F1 
и F3: функции оболочек 30S и 50S субъединиц, соответственно, F2 и F4: оболочки 

соответствующих фрагментов РНК. Переходные слои: δ1 и δ2 обеспечивают 
плавный интерфейс частица-растворитель, слои δ3 и δ4 служат для описания 

проникновения белковой фазы в плавную оболочку РНК. позволяют возможно 
взаимопроникновение белков и рРНК. Две фазы 50S субъединицы (23S/5S rРНК и 

TP50) сориентированы в начало координат. 

 

Разделение областей фаз белков и РНК было сделано на основании 

сравнительного анализа литературных данных [163]. В ходе работы такое 

строение было подтверждено расчетами радиусов инерции по данным 

малоуглового нейтронного рассеяния от образцов, в которых контраст белковых 

или РНК частей в среднем был равен 0 (Таблица 2.3).  

Вывод, сделанный в разделе 2.2.2.1 о том, что число параметров 

оболочечной модели формы не должно превышать полуторакратное число 

шенноновских каналов (Lmax  1.5NS) в данных рассеяния, привел к выбору 

Lmax = 7 в формуле (2.59), что соответствует полному числу параметров модели 
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рибосомы NL = 4[(L+1)2 +1] = 260 (с учетом параметров толщин переходных слоев 

оболочек) при NS = 170 во всем наборе кривых рассеяния. Формальное 

пространственное разрешение модели (2.37) при Lmax = 7 составило 3.5 нм. 

Перед началом обработки экспериментальных данных была проведена 

серия численных экспериментов по восстановлению форм оболочек 

искусственных моделей 4-х фазной частицы 70S, построенных на основании 

электронномикроскопических моделей. От моделей рассчитывали интенсивности 

рассеяния, соответствующие образцам с реальными комбинациями 

дейтерирования компонентов и концентрациями тяжелой воды в растворителе. 

Восстановления проводили при Lmax = 5 - 8. Было найдено, что Lmax = 8 является 

избыточным, так как не приводит к заметному улучшению качества 

восстановления исходных данных рассеяния. Разрешение Lmax = 5 не позволило 

описать моделью такого низкого разрешения данные рассеяния с 

удовлетворительной точностью. Поиск формы компонентов частицы проводили с 

помощью программы MONSTER, разработанной Д.И. Свергуном. 

В качестве начального приближения для внешних форм субъединиц были 

взяты оболочки электронномикроскопической модели [163], а rРНК области были 

первоначально аппроксимированы сферами. Далее построенная модель была 

уточнена методом нелинейных наименьших квадратов (2.31-2.36 с 2.58-2.59) по 

алгоритму, аналогичному описанному в разделе 2.2.2. Найденные формы 

внешних оболочек субъединиц 30S и 50S отличались примерно на 10% от 

начального приближения (критерием служил R-фактор (2.48)), а форма 

окончательной модели 70S лежала между оболочками моделей [163,164].  

Эта модель была оптимизирована с помощью программы MONSTER в 

несколько этапов минимизации функционала (2.39). На каждом из циклов 

минимизации осуществляли поиск параметров только двух функций оболочек: 

либо субъединиц (белковых F1 и F3), либо rРНК (F2 и F4). Это было связано со 

слишком плохим (большим) числом обусловленности задачи  при всех свободных 

переменных модели, которое превышало 10-7 (уравнение 1.52), что приводило к 
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неустойчивости решений. Более того, на начальных этапах поиска с целью 

улучшения обусловленности использовали меньшее пространственное 

разрешение при Lmax = 5. Во время нескольких первых циклов использовали 

только данные рассеяния низкого разрешения до s = 0.64 нм-1, измеренные при 

расстоянии образец-детектор 4 м. Для уменьшения возможного разброса решений 

к целевой функции был добавлен дополнительный штрафной член (2.48) за 

отклонение решения от стартового приближения. На более поздних этапах вес 

этого штрафа постепенно снижался до нуля, к набору данных рассеяния 

добавляли рентгеновские и нейтронные данные рассеяния высокого разрешения, 

снятые до s = 2.07 нм-1 (измеренные при расстоянии образец-детектор 1 м) и 

разрешение модели увеличивали до Lmax = 5.  

Все полученные решения были довольно похожи: средний квадрат 

отклонения между соответствующими оболочками (2.48) не превышал 5%. На 

Рисунке 2.25 показаны набор скорректированных экспериментальных данных 

рассеяния с соответствующими теоретическими кривыми от найденной модели и 

сама оболочечная модель. Окончательная модель частицы показана на 

Рисунке 2.26. Соответствующее значение было χ = 1.7 при найденной толщине 

переходных слоев между белковыми оболочками 0.5 и 0.3 нм для 30S и 50S 

субчастиц, соответственно, и 0.1 и 0.0 нм для их РНК ядер.  

Полученная модель, конечно не может передать детали строения, однако, 

свидетельствует о том, что белковые части окружают компактные РНК-области. 

Формы областей показанные на рисунке, довольно близки к 

электронномикроскопическим моделям, а сама структура лучше описывает 

экспериментальные данные рассеяния: значение χ для найденной модели в 1.6 

раза меньше, чем для ЭМ моделей. Большее расхождение между данными 

рассеяния и исходными ЭМ моделями видно на Рисунке 2.27. 



 201

 

 

 

Рисунок 2.25 – См. продолжение. 
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Рисунок 2.25 – Данные нейтронного рассеяния от образцов растворов рибосомы 
70S. Точки: экспериментальная интенсивность. Пунктир: рассеяние от найденной 
по всему угловому диапазону данных модели. Сплошная линия до s = 0.06 нм-1: 
теоретическое рассеяние от модели, найденной по набору данных, снятых при 
расстоянии образец - детектор 4 м. Линия точки-тире представляет модельную 

интенсивность рассеяния от гипотетических внутренних флуктуаций плотности в 
структуре оболочечной модели. Данные рассеяния смещены по вертикали для 

большей наглядности. Обозначения образцов объяснены в тексте и соответствуют 
Таблице 2.3. Процентами показаны концентрации тяжелой воды в растворителе. 
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Рисунок 2.26 - Оптимизированная по данным нейтронного рассеяния оболочечная 

модель частицы рибосомы E.coli 70S. Желтым цветом показаны области 30S 
субъединицы, синим - 50S. Полупрозрачные участки соответствуют областям, 

занятым белками, расположенными вокруг РНК-ядер, области которых показаны 
более темными цветами. Левый столбец: частица повернута на 90о вокруг 
координатных осей. Второй и третий столбцы: структуры 1-го столбца, 
повернутые на 22.5о и 50о вокруг вертикальной оси, соответственно. 
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Рисунок 2.27 – Сравнение данных нейтронного рассеяния от образцов 

растворов рибосомы 70S с теоретическим рассеянием от ЭМ моделей. 
Обозначения соответствуют Рисунку 2.25. 
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2.2.3 Определение формы частиц методом шариковых моделей 

 

Рассмотренный в разделе 2.1 метод конечных объемных элементов (или 

"метод шариковых моделей", если объемными элементами служат сферы малого, 

по сравнению с размером частицы, диаметра) позволяет описывать строение 

частиц с внутренними полостями, что недоступно методу оболочек, 

рассмотренному выше. Кроме того, метод позволяет описывать структуры с 

любым отношением длина / диаметр без каких-либо специальных ограничений. 

Степень достижимого пространственного разрешения моделей определяется 

угловым диапазоном данных рассеяния, однако такие оценки могут 

рассматриваться только как формальные. Однако, остается рассмотренная ранее 

проблема однозначности и устойчивости решений. Несмотря на ее серьезность, в 

литературе очень мало работ, посвященных систематическому анализу 

надежности определения формы по данным рассеяния. 
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2.2.3.1 Алгоритмические принципы поиска шариковых моделей 

 

В данном разделе приведены результаты численных экспериментов по 

определению формы модельных однородных частиц различной формы с 

помощью программы DAMMIN, разработанной Д.И. Свергуном [140], а также ее 

варианта, модифицированного автором. Алгоритм DAMMIN, как было коротко 

рассмотрено в разделе 2.1, основан на представлении структуры частиц с 

помощью набора небольших сфер с одинаковой (единичной) плотностью, и 

поиске их взаимного расположения в пространстве методом случайного поиска. 

Абсолютная величина плотности при данном подходе не имеет значения. В таком 

случае интенсивность малоуглового рассеяния может быть вычислена по формуле 
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есть амплитуда рассеяния структурой, состоящей из Na сфер единичной 

плотности, rj, j - полярные координаты сферических тел, заполняющих форму 

частицы, f(s) - амплитуда рассеяния одной сферой, jl(x) - сферические функции 

Бесселя, Ylm(ω) - сферические гармоники. Максимальный индекс гармоники Lmax 

задают не менее 1.5 NS, чтобы ошибки вычисления интенсивности из-за обрыва 

ряда не превосходили дисперсию экспериментальных шумов. 

В отличие от метода оболочек, задача минимизации невязки при поиске 

шариковой модели дискретна по своей природе, имеет очень большое число 

параметров, равное числу координат шариков, и поэтому алгоритмы 

непрерывного поиска здесь неприменимы. 

Для поиска пространственного расположения объемных элементов в 

программе DAMMIN применен метод глобальной минимизации, известный под 

названием "моделирование отжига", или алгоритм Метрополиса. Согласно 
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данному методу, программа начинает поиск с некоторой структурной модели, 

состоящей из шариков (обычно Na = 5-10 тысяч), случайным образом 

расположенных в пространстве в узлах плотнейшей упаковки. Эти узлы 

расположены внутри ограниченной области поиска, которая имеет диаметр, 

равный максимальному размеру частицы. Величину максимального размера 

области предварительно определяют из экспериментальных данных по функции 

p(r) с помощью программы косвенного преобразования Фурье GNOM [169,170], 

как описано в предыдущих разделах. Каждый пространственный узел может 

содержать сферу с плотностью растворителя (0) или частицы (1). Начало 

координат выбирают в центре области.  

Структурная модель частицы представляет, тем самым, набор координат и 

конфигурационного массива B длиной Na, элементы которого ассоциированы с 

координатами расположения виртуальных атомов и содержат последовательные 

индексы узлов, индексы соответствующих фаз (0 или 1, в зависимости от того, 

описывает ли данный узел область, занятую растворителем или частицей), 

индексы разрешенных фаз, количество фаз, которые может принимать каждый 

узел.  

В процессе поиска программа минимизации инвертирует заселенность 

случайным образом выбранного узла, то есть изменяет ее с фазы частицы (1) на 

фазу растворителя (0) или наоборот. После каждой модификации программа 

рассчитывает от текущей структуры кривую интенсивности малоуглового 

рассеяния и вычисляет взвешенное суммарное квадратичное отклонение от 

экспериментальной кривой рассеяния по N точкам (обычно N выбирают не 

меньше удвоенного числа шенноновских каналов NS (2.28)), аналогично формуле 

(2.30): 
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где  
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умноженные на  W(s) - весовую функцию, которую назначают в виде  
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Умножение на такую весовую функцию позволяет управлять динамическим 

диапазоном данных: при n = 0 расчет невязки (2.62) происходит на исходной 

шкале данных (что имеет смысл при спаде интенсивности не более 1 порядка), с 

увеличением n кривая интенсивности трансформируется в контур, проходящий 

через максимальное значение на некотором  nssI
ss




)(max exp
 и спадающий до 

некоторого значения, тем большего, чем больше n. Тем самым достигается 

возможность несколько ослабить вклад в суммарную невязку начального участка, 

который наиболее подвержен искажающему влиянию рассеяния от агрегатов 

частиц и одновременно увеличить вклад малоинтенсивного участка при больших 

s. Нижняя строка в (2.63) служит для того, чтобы ослабление начального участка 

было не слишком большим. На практике n рекомендуется выбирать таким 

образом, чтобы величина 
 
 n

n

ssI

ssI





)(min

)(max

exp

exp
 была в диапазоне не более 10 - 50. При 

таком взвешивании обычное в МНК подходе деление невязок на дисперсию 

экспериментальных шумов не применяется.  

Здесь следует сделать одно важное замечание. Использование 

совмещающего множителя ξ перед расчетом невязки применяется практически во 

всех рассматриваемых в данной работе программах интерпретации данных. 

Специальное исследование, проведенное автором, показало, что в случаях 
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подгонки формы кривых (а не значений самих ординат) без применения ξ, 

целевые функции приобретают значительно более сложную форму поверхности 

отклика, что, как правило, приводит к появлению большого количества 

локальных минимумов и ухудшению математической обусловленности задачи, 

приводящих к замедлению скорости писка на многие порядки и к невозможности 

достижения приемлемого решения. Таким образом, множитель ξ обеспечивает не 

только независимость от масштаба данных, но и саму возможность получения 

решения. Для исследования его влияния на поверхность отклика целевой функции 

в задачах непрерывной минимизации были проведены расчеты одномерных 

сечений целевых функций по заданным комбинациям параметров моделей (такая 

возможность изначально была заложена в пакете минимизации OPTIS) в 

различных промежуточных точках поиска решения как задач разложения 

спектров смесей, так и в задачах поиска оболочечных моделей частиц по данным 

рассеяния и поиска распределений по размерам наночастиц. Множитель ξ 

ослабляет корреляцию между параметрами моделей, что было показано 

численными экспериментами. 

По аналогии с задачами непрерывной минимизации, совмещающий 

множитель применен и в программе DAMMIN. 

Минимизируемая целевая функция задачи имеет вид штрафной функции 

(2.30), аналогичной оболочечной модели и зависящая от элементов 

конфигурационного массива B:  

  GGCCLLDD PwPwPwPwRФ  2)(B .  (2.64) 

Для адекватного описания формы частицы и исключения влияния на 

кривую рассеяния упаковки шариков, их диаметр должен быть достаточно мал, на 

практике не менее 2 - 3 тысяч в области поиска для глобулярных частиц и до 

20 - 30 тысяч для анизометричных тел. При этом размер шариков оказывается в 

5 - 20 раз меньше, чем пространственное разрешение структурной модели и для 

описания однородных областей структуры они должны находиться в 

плотноупакованном состоянии. Для обеспечения этого в целевую функцию 
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добавляют штрафные члены (уменьшающиеся по мере поиска в той же степени, 

что и температура), которые отражают требования неразрывности структуры 

wDPD и отсутствия отдельно расположенных шаров wLPL (штраф за "рыхлость"). 

Штраф PD вычисляют как отношение общего числа шаров структуры к числу 

шаров, составляющих домен, образованный непосредственно контактирующими 

атомами. PL вычисляют по формуле  
NeL NP )12exp()exp(11  ,  где 12 - 

максимальное число контактов шарика с ближайшими соседями, Ne - реальное 

число контактов у данного шарика в структуре, <>N  означает усреднение числа 

контактов, приведенное к одному шарику по всей структуре. Для весовых 

коэффициентов wD и wL рекомендованы значения 0,01  -0.001 из соображения 

примерного равенства вкладов от R2 и штрафов в точке минимума функционала 

(2.64).  

В процессе поиска структуры основной (максимальный по объему) 

связный домен, состоящий из контактирующих шариков, может сформироваться 

вблизи границы области поиска и, тем самым, приобрести форму, ограниченную 

оболочкой области. Для предотвращения этого в программе DAMMIN 

первоначально предусмотрен штраф за уход центра тела из начала координат в 

виде PC = Rg / Rg,GNOM,  где Rg - радиус инерции текущей модели, рассчитанный по 

всем формирующим ее Np шарикам, Rg,GNOM
 - оценка (2.7). Модельные расчеты 

показали неэффективность такого подхода, так как, во-первых, многочисленные 

оторванные от основного домена шарики вносят свой вклад в радиус инерции и 

могут "уравновешивать" смещенный домен и, во-вторых, тенденция штрафа 

уменьшать радиус инерции противоречит смыслу радиуса инерции как 

структурного инварианта, который должен быть определенной величины, 

определяемой ходом кривой рассеяния. Поэтому в новой версии программы, 

которую использовал автор, штраф PС назначают за уход центра тяжести частицы 

из центра области поиска как отношение максимального радиуса области поиска 

к расстоянию от начала координат центра тяжести модели, состоящей только из 

контактирующих шариков с числом контактов не менее 2. Весовой множитель wС 
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назначают в пределах 0.1 - 1.0. Модифицированный штраф PG за радиус инерции 

RG представляет собой отношение разности радиуса инерции такого связного 

домена и радиуса инерции, предварительно найденного с помощью программы 

GNOM [169] по экспериментальным данным рассеяния, к диаметру области 

поиска Dmax. Соответствующий вес wG также можно назначать в пределах 0.1 - 1.0. 

На Рисунке 2.28 показан принцип построения шариковой модели. 
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Рисунок 2.28 – Наглядное представление шариковой модели в программе 
DAMMIN. 

 

Если значение целевой функции (2.64) после варьирования заселенности 

узла в области поиска оказывается меньше предыдущего значения ( = Фk - Фk-1 < 

0, k - номер шага), то структура запоминается и следующая вариация будет 

проводиться относительно нее. Процедура моделирования отжига состоит в том, 

что на каждом шаге в качестве следующей структуры с некоторой вероятностью 

программа может принимать ту, которая имеет худшее значение Ф. Вероятность 

задается параметром "температуры" T: если  > 0, структура принимается с 

вероятностью exp(- /T). Со временем, после каждых Kmax шагов (или 10N шагов с 

 < 0) параметр T уменьшается (Tk+1=Tfact 
.Tk), что позволяет программе все реже 

запоминать неудачные структуры. Коэффициент Tfact  может назначаться в 

пределах Tfact = 0.90 - 0.95. Необходимость процедуры отжига связана с тем, что 

целевая функция Ф имеет много локальных минимумов, выход из которых 

обеспечивается ненулевой вероятностью принятия худшего решения. С ростом 
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числа испытаний эта вероятность стремится к нулю и в конце концов процедура 

поиска становился идентичной методу Монте-Карло, т.е. на каждом шаге 

принимаются только удачные попытки. Такой алгоритм позволяет программе на 

начальных этапах поиска при больших "температурах" T сформировать 

конфигурацию, которая соответствует области существования устойчивых 

решений, разумеется, с некоторой вероятностью.  

Для управления скоростью поиска назначают максимальное число 

испытаний NT для каждой температуры, по достижению которого температура 

снижается и цикл повторяется. В начале поиска, при высоких значениях T, 

принятие с высокой вероятностью плохих решений приводит к тому, что 

конфигурация шариков в пространстве остается в целом случайной и для 

ускорения сходимости вводят второе максимальное число - число принятых 

решений Nsucc при данной температуре, Nsucc = (0.1 - 0.3) NT по достижению 

которого программа также переходит к следующей температуре. Тем самым в 

начале поиска экономится число испытаний. По мере снижения температуры 

относительное число принятых решений уменьшается и программа всегда делает 

NT шагов при числе принятых решений Nacc < Nsucc. Оптимальный на практике 

выбор NT = (1 - 5) K, где K - число узлов в области поиска. 

Слишком большая начальная величина T приводит к большому числу 

итераций в начале поиска, при которых структура не формируется, представляя 

собой случайным образом расположенный набор шариков. Слишком малая 

величина T приводит к тому, что программа, относительно редко принимая 

худшие решения в качестве рабочей модели, попадает в область локального 

минимума, вероятность выхода из которого достаточно мала.  

Поэтому автором был разработан и применен алгоритм оценки 

оптимального начального значения T. Согласно разработанной схеме, программа 

делает 1000 испытаний и определяет дисперсию значений целевой функции 

(2.64). Стартовое значение T назначается равным утроенной величине дисперсии. 

Это обеспечивает не более 1-3 "бесполезных" температурных циклов в начале 
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поиска, тогда как величина начальной температуры, в зависимости от задачи, 

может иметь значения от 10-3 до 10-6. Такой разброс говорит о неэффективности 

использования константного значения стартовой температуры: ее завышение, по 

сравнению с найденным оптимальным значением, например, всего в 2 раза, 

приводит к 10-15 начальным циклам поиска, во время которых члены целевой 

функции практически не изменяются и структура остается набором шариков, 

случайным образом расположенных в пространстве. 

Автор в модифицированном варианте программы применил следующий 

шаг повышения эффективности поиска, который состоит в том, что после 

достижения Nacc < 0.3 Nsucc, или когда относительное число изолированных 

шариков структуры становится менее 3%, программа начинает пропускать узлы 

растворителя, не контактирующие с каким-либо узлом, занятым шариком 

частицы. При этом варьируются только узлы, расположенные вблизи частицы и 

узлы самой частицы. Такая модификация позволила существенно повысить 

эффективность поиска: относительное число успешных испытаний выросло с 

6 - 9% до 16 - 20% по отношению к общему числу испытаний и при этом 

варьируемость формы в процессе поиска даже несколько выросла. Возросшая 

варьируемость полезна, так как программа имеет возможность проверить большее 

число структур при том же числе модификаций области поиска. При этом разброс 

окончательных решений уменьшился, вплоть до 4-6% против 5-15% в исходном 

варианте программы для глобулярных частиц. 

Вместе с изменением схемы поиска, была применена другая схема 

штрафования за отклонение центра тела от начала координат, речь о которой 

пойдет в следующем разделе. 

По мере снижения температуры весовые коэффициенты при штрафных 

членах также уменьшаются с тем же самым коэффициентом Tfact, что и 

температура. В самом конце поиска при малых Tfact программа принимает только 

лучшие решения и алгоритм становится идентичным методу Монте-Карло. 
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Оценка качества финального решения проводится по обычному критерию 

хи-квадрат по теоретической кривой рассеяния, рассчитанной на 

экспериментальной сетке углов из M точек: 

   2
1

exp
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j
jjj ssIsI
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  , (2.65) 

где (sj) - оценка экспериментальной ошибки в j-ой точке. 

Основным преимуществом данного подхода является отсутствие 

ограничений на сложность строения частицы. Частицы могут быть представлены 

однофазной моделью, состоящей из сфер с одинаковой (единичной) плотностью, 

или многофазной моделью (до 4-х фаз в программе DAMMIN) из шариков разной 

плотности. При поиске модели в программе можно задавать оси и плоскости 

симметрии в качестве дополнительных требований к решению, что существенно 

сужает разброс решений. 

Для оценки устойчивости решений и нахождения наиболее вероятной 

структуры группой сотрудников EMBL с участием автора был разработан ряд 

программ. Программа SUPCOMB [171] позволяет проводить автоматическое 

совмещение объектов в прямом пространстве, минимизируя степень различия 

между двумя моделями, представленными наборами точек (центрами шариков 

или узлами сетки, описывающей форму частиц). Критерием различия является 

нормализованное пространственное отклонение (NSD), раcсчитываемое 

следующим образом: от каждой точки в первой модели определяются расстояния 

до каждой точки во второй модели и находятся их минимальные значения. Затем 

та же процедура выполняется для каждой точки второй модели относительно 

первой и все полученные величины суммируются и нормируются на средние 

расстояния между соседними точками в каждой модели. Для похожих структур 

NSD принимает значения меньше единицы, NSD > 1.0 соответствует существенно 

различным структурам. Программа DAMAVER [А28] использует SUPCOMB для 

оптимального перекрестного совмещения нескольких (обычно не менее 10) 
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независимо рассчитанных по одному и тому же набору данных моделей, после 

чего проводит их наложение, подсчитывая число попаданий структур в 

соответствующие ячейки области поиска. Все полученные заселенные ячейки 

образуют некую структуру, которая представляет область разброса решений (total 

spread region, TSR), из которой выделяется часть, представленная ячейками с 

наибольшим числом попаданий (наиболее вероятный объем, most populated 

volume, MPV), и имеющую объем, соответствующий инварианту объема (2.5). 

Полученная структура, которую можно назвать общей частью решений, может 

быть уточнена в процессе нового поиска, осуществляемого внутри области 

разброса, при невысокой стартовой температуре. 
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2.2.3.2 Исследование устойчивости и однозначности определения строения 

частиц методом шариковых моделей 

 

Однозначность определения структуры может быть выражена в терминах 

дисперсии решений для конкретной задачи. Из-за отсутствия линейной связи 

между параметрами структуры (координатами шариков) и входными данными 

рассеяния выражение для дисперсии решений аналитически получить 

невозможно. Тем не менее, можно получить ответ на вопрос о степени 

однозначности (или устойчивости), численно проводя анализ серии решений, 

которые получены методом случайного поиска и, вследствие этого, независимы. 

Конечно, такой ответ всегда является неполным, но это единственная 

возможность исследовать проблему неопределенности в данном подходе.  

Для исследования пределов возможности метода шариковых моделей 

были рассчитаны теоретические кривые рассеяния для различных геометрических 

тел по аналитическим формулам, приведенным в [126]. Влияние случайных 

шумов в данной серии численных экспериментов не изучали, но такое 

исследование рекомендуется при решении реальных задач на стадии 

предварительного моделирования. Рассчитанные кривые рассеяния использовали 

в качестве экспериментальных для восстановления по ним форм 

соответствующих частиц без привлечения дополнительной информации. 

На Рисунках 2.29 - 2.33 показаны кривые рассеяния от модельных тел, 

сами тела и результаты восстановления [А28]. 

Восстановление форм показало, что глобулярные тела с отношением 

размеров не более 1:3 восстанавливаются достаточно уверенно (Рисунок 2.29), 

NSD факторы в прямом пространстве обычно не превышают 0.5 - 0.6.  

Увеличение анизометрии (т.е. отношения максимального размера частицы к 

минимальному) приводит к снижению устойчивости решения (Рисунок 2.32) с 

NSD-факторами 0.7 - 0.9. Можно заметить, что в случае тонких дисков с 

пропорцией диаметр/высота = 5:1 отклонение расчетной модели от истинного 
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тела может быть иногда значительно, в данном примере NSD-факторы были 

1.0 - 1.3.  

Если размеры внутренних деталей структуры относительно невелики, как 

в примере 13, то артефактом будет в этом случае смещение неоднородности 

относительно центра, что может приводить, как в данном примере, к закрыванию 

сквозных каналов в структуре. 

В случае анизометрии 10:1 в случае плоских тел структуру уже 

восстановить не удается (NSD-фактор 1.2 - 1.5 для тела 12 на Рисунке 2.32), если 

на решение не накладывать никаких ограничений (например, ось или плоскость 

симметрии). В случае поиска такого тонкого диска с введением осей симметрии 

выше 3-ей NSD становится меньше 0.5 вплоть до 0.1 при оси 6-го порядка - 

точность восстановления очень высока. Впоследствии этот факт был использован 

при определении формы макромолекул иммуноглобулина М и ревматоидного 

фактора человека. 

Сильно вытянутые частицы, несмотря на их значительную анизометрию, 

можно восстановить с точностью до изогнутости (тело 10 на Рисунке 2.32), но 

только с помощью шариковых моделей.  

Оболочечные модели не могут обеспечить разумные решения в случае 

анизометрии большей, чем 2:5, как видно из Рисунка 2.32. 
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Рисунок 2.29 - Формы кривых интенсивностей рассеяния от исходных модельных 
тел (кружки), кривые от найденных оболочечных моделей (программа SASHA , 
пунктирные линии) и от шариковых решений DAMMIN (сплошные линии). Числа 

справа соответствуют номерам тел, представленных на Рисунках 2.30 - 2.33. 
Абсциссы и ординаты отдельных групп кривых умножены на соответствующие 
множители и смещены по вертикали для лучшей визуализации, поэтому числа не 

проставлены. 
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Рисунок 2.30 - Определение формы глобулярных частиц. Столбец а: номер 
структуры; б: исходное геометрическое тело (числами показаны отношения 
основных размеров – диаметр : высота для цилиндров, отношения сторон для 
призм, отношения диаметров и высоты для полых тел); в: оболочечная модель, 
полученная программой SASHA; г: типичная шариковая модель, находимая 

программой DAMMIN; д: область перекрытия решений;  
е: общая область решений. Структуры показаны в двух перпендикулярных 

ориентациях. 
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Рисунок 2.31 - Определение формы глобулярных частиц с полостью внутри. 
Восстановление оболочечных моделей не проводилось из-за наличия полостей. 

Для нижней структуры в столбце г показан разрез модели. Столбцы д, е 
 - аналогично Рисунку 2.29. 
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Рисунок 2.32 - Определение формы частиц со значительной анизометрией. 
Обозначения аналогичны Рисунку 2.29. 



 222

 

Рисунок 2.33 - Определение формы частиц со значительной анизометрией и 
внутренней полостью. Обозначения аналогичны Рисунку 2.30. Для структур 

14 - 16 в столбце г показаны по два типичных решения. 
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В случае полых тел, если отверстие находится в центре, восстановление 

практически точное (тела 5 и 6 на Рисунке 2.31), что согласуется с теоремой 

единственности определения структуры для сферически-симметричных частиц. 

Ацентричные пустоты уже не удается восстановить: программа поиска находит 

рыхлые структуры, в которых полость часто разбивается на несколько 

небольших, хаотично расположенных в пространстве (пример 18 на Рисунке 

2.33). Тонкие кольцевые структуры часто разрываются и решение напоминает 

"шайбу Гровера" (примеры 15 и 16). Полые цилиндры в случае значительной 

анизометрии восстанавливаются в виде тела, часть которого представляет собой 

спиральную структуру (пример 14). 

Основные выводы из модельных расчетов следующие [А28]: 

(I) Плоские частицы, как правило, сложнее восстанавливать, чем 

удлиненные. Степень допустимой анизометрии для надежной реконструкции 

формы не должна превышать 1:10 и 5:2 для вытянутых и плоских частиц, 

соответственно. Перед проведением обработки реальных данных желательно 

оценивать анизометрию частиц, например, находя параметры наиболее 

подходящего трехосного эллипсоида - данная опция имеется, в частности, в 

программе поиска формы оболочек SASHA. 

(II) Для глобулярных частиц внутренние полости могут быть 

восстановлены, если их размер составляет 1/3 - 2/3 от внешнего диаметра. В 

случае плоских частиц с отверстиями общая форма может быть восстановлена, но 

могут появляться артефакты (например, кольцо может быть разорвано). Длинные 

гладкие полые цилиндрические структуры могут давать в решении винтовые 

участки. В сферических частицах концентрические пустоты восстанавливаются 

значительно лучше, чем ацентрические. 

(III) Среднее NSD по набору решений дает полезную на практике оценку 

надежности решения. Значения NSD более 0.9 указывают на неустойчивость 

восстановления и в таких случаях для надежного определения формы требуется 

привлечение дополнительной информации. 
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(IV) Усреднение решений позволяет в большинстве случаев и оценить 

качество реконструкции формы, и провести ее уточнение. 

Расчеты шариковых структур программами DALAI_GA (Чакон и др., 

1998;.. Чакон и др., 2000) и SAXS3D (Walther, Cohen & Doniach, 2000) показали 

результаты, близкие к DAMMIN, хотя и несколько менее стабильные, что может 

быть связано с неоптимальным назначением параметров алгоритмов, выбор 

величин которых неочевиден. Большинство модельных расчетов в данном разделе 

были сделаны без наложения ограничений на симметрию возможных моделей, и 

без привлечения информации об анизометрии частиц. Хотя SASHA и DAMMIN 

позволяют вводить ограничения как на симметрию, так и на степень анизометрии, 

эти параметры не использовали, чтобы сделать результаты моделирования как 

можно более общими. Сделанные выводы относятся к определению формы 

частиц без привлечения дополнительной информации.  

В реальных системах, таких, как сколлапсированные полимерные гели 

иногда образуются винтовые и спиральные структуры [А29]. Вывод о пользе 

нахождения общей части решения с помощью SUPCOMB можно видеть из 

Рисунков 2.34 - 2.38. 

 

Рисунок 2.34 - Исходная модель 3-х витковой спирали. На графике внизу слева 
представлена теоретическая кривая интенсивности рассеяния, справа - функция 
парных расстояний (в относительных единицах) с указанием типичных размеров 

элементов структуры. 
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Рисунок 2.35 - Кривая рассеяния от 3-х витковой спирали с пометкой 
максимальных значений s, использованных при восстановлении формы (график 
внизу слева). Соответствующие функции парных расстояний показаны вверху и 
справа. Видно, как по мере увеличения углового диапазона данных рассеяния в 
функции парных расстояний проявляются типичные расстояния от внутренней 

структуры. 

 

Рисунок 2.36 - Результаты восстановления формы 3-х витковой спирали по 
данным Рисунка 2.35. Пояснения даны на рисунке. 
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Из Рисунка 2.36 видно, что при восстановлении данной модели увеличение 

углового диапазона приводит сначала к улучшению качества восстановления, 

достигая максимума при числе шенноновских каналов 10, затем - к потере 

стабильности решения, несмотря на то, что, согласно Рисунку 2.35, кривая 

функции парных расстояний при s > 10 каналов практически не меняется. Это 

послужило поводом к созданию варианта программы поиска формы путем 

минимизации отклонения между экспериментальной и теоретической 

(рассчитанной от модели) функциями парных расстояний. Однако расчеты 

показали, что устойчивость решений в данном случае как правило оказывается 

хуже, чем при минимизации невязки в обратном пространстве. 

В случае структуры с большим количеством деталей, как на Рисунках 2.37 

и 2.38, восстановление менее устойчиво, хотя рассмотренная основная тенденция 

зависимости от углового диапазона также сохраняется. 

 

Рисунок 2.37 - Исходная модель 5-витковой спирали. На графике внизу слева 
представлена теоретическая кривая интенсивности рассеяния, справа - функция 
парных расстояний (в относительных единицах) с указанием типичных размеров 

элементов структуры. 
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Рисунок 2.38 - Результаты восстановления формы 3-х витковой спирали по 
данным Рисунка 2.37. Пояснения даны на рисунке. 

 

Очередной вывод из проведенного моделирования состоит в том, что - 

(V) при восстановлении формы частиц существует некоторый оптимальный 

угловой диапазон данных рассеяния. Его величину для всех возможных случаев 

указать невозможно, но его можно определить путем моделирования, если 

существует априорная информация о возможной структуре. 

Важный вопрос, ответ на который часто оказывается затруднительным, 

заключается в выборе размера шариков, пространственная упаковка которых 

может повлиять на качество восстановления. На Рисунке 2.39 представлены 

результаты поиска формы по кривой интенсивности, рассчитанной от структуры 

1, построенной из шариков значительно меньшего размера, чем в 

восстанавливаемых формах. Из Рисунка 2.40 видно, что в этом случае 

невозможно добиться малой величины невязки на углах, соответствующих s > 2 
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нм-1 (число шенноновских каналов NS = 8). При восстановлении со старым 

вариантом штрафа за смещение тела из центра и W(s) = I(s) s2 (уравнение 2.62) 

находимые решения оказываются дальше от истинной формы (NSD > 0.9, 

Рисунок 2.39(2)), чем с новым вариантом штрафов за смещение центра и радиус 

инерции (NSD < 0.7, Рисунок 2.39(3)). При этом в обоих случаях качество 

подгонки данных рассеяния оказывается неудовлетворительным по всему 

диапазону (Рисунок 2.40, график слева, R-фактор = 60 - 150). Применение весовой 

функции (2.63) с n = 1 позволяет в данном случае ослабить вклад больших углов в 

невязку и восстановить форму однородной частицы с приемлемым качеством 

(NSD < 0.6, Рисунок 2.39(4)) фактически только по начальному участку (Рисунок 

2.40, график справа). На практике, размер шариков можно выбирать таким, чтобы 

число узлов в области поиска было Np ~  1000 NS, где NS - число шенноновских 

каналов (2.28). 

Проведенные исследования показывают, что по одномерным данным 

малоуглового рассеяния можно восстанавливать форму низкого разрешения, 

специфические детали которой могут варьироваться от решения к решению. 

 

Рисунок 2.39 - Результаты восстановления формы по данным Рисунка 2.40 с 
разными весовыми функциями для интенсивности и набором штрафов в целевой 
функции (решения 3 и 4 получены модифицированной программой DAMMIN). 

Пояснения даны на рисунке и в тексте. 
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Рисунок 2.40 - Результаты восстановления формы Рисунок 2.39 (1). Точки: 
рассеяние от структуры 1. Сплошная линия слева - типичное теоретическое 

рассеяние от найденных моделей 2 и 3 (Рисунок 2.39) и справа - от моделей вида 
4. Для модели 4 видно лучшее совпадение на начальном участке рассеяния до 

s = 2 нм. Расхождение между "экспериментом" и моделью обусловлено 
рассеянием на неоднородностях упаковки шариков (фон "атомного" рассеяния). 

 

Увеличение детализации формы частиц при близких значениях 

характеристических размеров деталей и расстояний между ними приводит к 

неоднозначности решений, как показано на Рисунке 2.41. 



 230

 

 

Рисунок 2.41 - Структуры восстанавливаются неоднозначно, решения передают 
только степень анизометрии и некоторые характерные размеры деталей (толщину 

нити спирали и число витков в данном случае).  
Число шенноновских каналов NS = 14. 

 

Как было показано, восстановление плоских структур и структур с 

большим количеством деталей неустойчиво, если не привлекать дополнительных 

ограничений на форму. Эффективность использования информации о наличии 

осей симметрии можно продемонстрировать на восстановлении формы, 

показанной на Рисунке 2.42. При восстановлении использовали кривую рассеяния 

от исходной фигуры, рассчитанную на 16 шенноновских каналах (пример 

типичного диапазона при измерении рассеяния от молекул иммуноглобулина М). 

Опыт моделирования структур подобного рода в дальнейшем был использован 

при исследовании морфологии макромолекул иммуноглобулина М и 

ревматоидного фактора человека. 
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Рисунок 2.42 - Восстановление формы плоской частицы с осью симметрии 5-го 
порядка. Формы частиц показаны в 2-х ориентациях. 

 

В данном разделе были представлены некоторые результаты численных 

экспериментов по определению формы частиц из данных малоуглового рассеяния 

от разбавленных изотропных монодисперсных систем и сделаны основные 

выводы, которые были учтены при решении реальных задач по определению 

формы наночастиц и макромолекул. Весь спектр возможных случаев охватить в 

одном исследовании невозможно и не нужно, так как - 

(VI) - проведение предварительного моделирования может помочь ответить 

на вопрос о надежности полученных решений в конкретном исследовании. 

Развитые с участием автора программы SASHA (оболочечная модель) и 

DAMMIN (шариковая модель) широко используются во всем мире и с их 

помощью были определены формы молекул многих белков в растворе, в том 
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числе и перечисленные в работах [А16,А18,А20,А21,А59,А] кластеров полимеров 

[А29] и дендритных полимеров [А36]. В разделе 2.2.4 при исследовании 

морфологии частицы 30S рибосомы Thermus Thermophilus применена также 

коррекция данных рассеяния методом, рассмотренным в разделе 2.2.2.3, а 

практические аспекты восстановления формы метом шариковых моделей 

обсуждаются в разделе 2.2.5. 
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2.2.4 Исследование структуры белковой фазы частицы 30S Thermus 

Thermophilus в растворе методом малоуглового рассеяния с вариацией 

контраста 

 

Методом моделирования шариковыми структурами было исследовано 

строение субъединицы 30S рибосомы Thermus Thermophilus в растворе по данным 

рентгеновского и нейтронного малоуглового рассеяния, полученных методом 

вариации контраста [А26]. Измерение протонированных и дейтерированных 

образцов при нескольких относительных концентрациях D2O в растворе, т.е. при 

различной относительной рассеивающей плотности молекул и их составных 

частей позволило увеличить информативность экспериментальных данных и 

определить пространственное размещение белковых компонентов в 30S. Данная 

работа близка по своему характеру исследованию 70S рибосомы E-coli, 

рассмотренному в разделе 2.2.2.3, за исключением того, что теоретические 

кривые рассеяния рассчитывались от структурных моделей, состоящих из 

плотноупакованных сфер (шариков) диаметром 0,5 нм и плотности, 

соответствующей плотностям белка и РНК. Полученные результаты позволили 

проверить соответствие кристаллографических данных о структуре 30S ее 

структуре в растворе. 

Данная работа, как и исследование 70S E.coli, выполнялась большим 

коллективом сотрудников из нескольких организаций. Математическое 

обеспечение для интерпретации данных рассеяния также было создано в 

Европейской лаборатории молекулярной биологии группой Д.И. Свергуна, 

разработавшим алгоритм и базовые программы анализа данных рассеяния. 

Участие автора в данной работе так же, как и в работе, рассмотренной в разделе 

2.2.2.3, состояло в применении техники анализа спектров смесей, коррекции 

набора данных рассеяния и проведении части расчетов структурных моделей. 

Набор данных представлял собой 23 кривые рассеяния, измеренные для 11 

протонированных и одного дейтерированного образца рибосомы при различных 
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содержаниях тяжелой воды в растворителе. Устойчивость решения - 

пространственные координаты виртуальных атомов обеих фаз молекулы - 

оценивали путем совмещения 24 независимо полученных оптимальных структур 

и нахождения выборочных распределений занятости пространственных узлов 

атомами структуры.  

Выделение 30S рибосомных субъединиц Thermus thermophilus. 

70S рибосомы Thermus thermophilus выделяли по слегка модифицированной 

методике [172]. Фракции, соответствующие 30S рибосомной субъединице, 

собирали, концентрировали и диализовали против буферов, содержащих 

необходимый для экспериментов по малоугловому рассеянию нейтронов процент 

тяжелой воды. Качество препаратов оценивали седиментационным контролем, а 

также электрофоретическим анализом РНК и белков, входящих в состав 

субъединицы. 

Измерение малоуглового рассеяния. 

Измерения нейтронного рассеяния были проведены в лаборатории Risø 

(Роскилд, Дания), на установке в ILL (Гренобль, Франция), и на реакторе HMI. 

Угловой диапазон измерений 0.07 < s < 2.0 нм-1 достигался путем использования 

измерений при двух разных расстояниях образец-детектор с последующим 

объединением обеих кривых рассеяния в одну. Рассеяние рентгеновских лучей 

измеряли на синхротронной установке X33 EMBL на синхротроне DORIS III, 

DESY (Гамбург, Германия) в диапазоне 0.11 < s < 1.7 nm-1. Список образцов 

приведен в Таблице 2.5. 
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Таблица 2.5. Список измеренных образцов рибосомы 30S Thermus Thermophilus. 
Контрасты приведены в единицах 1010 cm-2.  

 

No %D2O растворе контраст белка контраст РНК 

протонированная 30S, рассеяние нейтронов 

1 0 2.309 4.245 

2 20 1,254 3.067 

3 29 0.756 2.581 

4 32 0.590 2.373 

5 35 0.378 2.207 

6 40 0.142 1.907 

7 72 -1.622 0.046 

8 76 -1.845 -0.189 

9 80 -1.819 -0.129 

10 98 -3.199 -1.586 

дейтерированная 30S, рассеяние нейтронов 

11 0 7.121 7.143 

протонированная 30S, рентгеновское рассеяние 

12 0 2.26 4.23 

 

Моделирование структуры виртуальными атомами. 

Молекула рибосомы, как было рассмотрено в разделе 2.2.2.3,  состоит из 

двух компонентов, соответствующих белкам и РНК. Структуру этих компонентов 

моделировали путем размещения малых сфер, или виртуальных атомов, с 

радиусом 0,25 нм в узлах плотноупакованной пространственной решетки, в 

пределах допустимой области поиска. Область поиска представляла собой 

пространственную оболочку 30S частицы, определенную из 

электронномикроскопической модели рибосомы 70S E. coli (см. раздел 2.2.2.3). 

Такое ограничение области возможного пространственного расположения 

виртуальных атомов необходимо для уменьшения степени неопределенности 

решения при моделировании. Модель молекулы, аналогично алгоритму 

DAMMIN, рассмотренному ранее, представляла собой конфигурационный вектор 
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X, элементы которого ассоциированы с определенными узлами 

плотноупакованной пространственной сетки (т.е. координатами расположения 

виртуальных атомов) и могут принимать значения 0, 1 или 2, в зависимости от 

того, описывает ли данный атом область, занятую молекулами растворителя, 

белка или РНК. Форма области представляла собой увеличенный объем 

электронномикроскопической модели Франка [163] (см. раздел 2.2.2.3). Такое 

количество атомов является оптимальным: оно достаточно велико, чтобы модель 

описывала детали структуры до доступного в малоугловых экспериментах 

разрешения 3,0-3,5 нм и достаточно мало для того, чтобы численные процедуры 

определения структуры завершали свою работу в разумное время. 

Правильность определения констант, вычитаемых из экспериментальных 

кривых и множителей для абсолютизации интенсивностей проверяли путем 

расчета трех базисных функций, соответствующих трем слагаемым в (2.59) при 

числе фаз в частице, равным двум. Как описано в разделе 2.2.2.3, проводили 

коррекцию данных к трем компонентам с помощью сингулярного анализа. 

По набору экспериментальных данных было проведено 24 независимых 

поиска структуры. Типичное совпадение экспериментальных и теоретических 

кривых рассеяния показано на Рисунке 2.43 для нескольких образцов.  
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Рисунок 2.43 - Сравнение экспериментальных и теоретических кривых, 
показанное для пяти образцов растворов рибосомы из набора данных. Точками 
показаны экспериментальные интенсивности, прямые линии - теоретические 

кривые. Кривые a-d: нейтронное рассеяние от протонированных частиц рибосомы 
при доле тяжелой воды в растворителе 0, 32, 72 и 100%, соответственно. (e) - 
данные рентгеновского рассеяния. Графики смещены по вертикали для лучшей 
визуализации. Большое расхождение для некоторых данных объясняется малой 

величиной контраста. 

 

Полученные результаты показали, что структура области, занимаемой РНК 

получается рыхлой (Рисунок 2.44) , в то время как область пространства, занятая 

белками, формируется в виде нескольких кластеров, которые можно 

ассоциировать с белковыми молекулами, входящими в состав рибосомы. На 

первый взгляд, высокая детализация найденных моделей противоречит 

сделанным в предыдущем разделе выводам о невозможности восстановления 

деталей высокого разрешения, однако в данном случае проводилось уточнение 

детализированной электронномикроскопической модели, которая была 

использована в качестве дополнительной информации. 
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Рисунок 2.44 - Одно из полученных решений, полученное методом моделирования 
отжига: структура белковой фазы (a,б) и области РНК (в,г) показанные в двух 

ориентациях. 

 

Для проверки того, насколько устойчива в пространстве такая 

кластеризация, был произведен подсчет попаданий атомов каждого сорта в узлы 

пространственной сетки. Область поиска решения была выбрана достаточно 

анизометричной и поэтому необходимость в предварительном совмещении 

ориентации структур не возникла. Так как решение для белковой фазы не должно 

представлять собой связное тело в силу того, что рибосомные белки 

располагаются в структуре частицы независимо, штраф за разорванность 

структуры для белковой части не использовали. Частотная гистограмма 

попаданий атомов белковой фазы в узлы пространственной сетки от решения к 

решению показана на Рисунке 2.45. Там же для сравнения показана гистограмма 

попаданий для такого же набора случайных структур, состоящих из 500 

виртуальных атомов, расположенных в такой же пространственной области из 

2600 плотноупакованных узлов. Видно, что для полученного набора решений 

гистограмма имеет четко выраженный максимум при 8 попаданиях из 24, что 
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свидетельствует о систематическом восстановлении пространственной структуры, 

в то время как случайные структуры не дают распределение с максимумом. 

Вычислить соответствующие вероятности в данном случае невозможно, так как 

невозможно учесть вероятностный вклад в расположение атомов штрафов за 

наличие отдельно стоящих атомов. Однако, можно предположить, что наличие 53 

узлов в гистограмме (последняя точка), которые оказались занятыми в 24 случаях 

из 24 решений чрезвычайно маловероятное событие, если бы узлы занимались 

случайным образом. Типичное значение параметра штрафа за наличие 

оторванных атомов для белковой фазы в решениях было около 0,03, что 

соответствует компактному расположению атомов, тогда как для РНК-структур 

типичным было значение 0.08, т.е. структурные элементы располагались более 

диффузно. В качестве решения предлагагается использовать объединенную 

модель, описываемую только теми узлами, в которых атомы из 24 решений 

попадали чаще всего. Критерием отбрасывания редко заселенных узлов является 

ожидаемый объем белковой фазы, известный из химического состава. 

Соответствующая структура показана на Рисунке 2.46. Несмотря на то, что кривая 

рассеяния от такой структуры хуже приближает экспериментальные данные (так 

как она получена не в результате процедуры минимизации невязки), такая модель 

отражает устойчивую при поиске часть структуры белковой фазы. Сравнение с 

известной кристаллографической моделью рибосомы (Schluenzen, F. Structure of 

Functionally Activated Small Ribosomal Subunit at 3.3 Å Resolution / F. Schluenzen, 

A. Tocilj, R. Zarivach, J. Harms, M. Gluehmann, D. Janell, A. Bashan, H. Bartels, 

I. Agmon, F. Franceschisend, A. Yonath // Cell. – 2000. – V. 102. – No. 5. – P. 615–

623.) показывает значительное несоответствие в пространственном расположении 

белков (Рисунок 2.46), однако, малоугловая модель получена от образцов, в 

которых молекулы находятся в состоянии, близком к естественному и 

полученные данные могут использоваться при уточнении кристаллографической 

модели. 



 240

 

Рисунок 2.45 - Частотные гистограммы занятости узлов пространственной сетки в 
области поиска виртуальными атомами белковой фазы накопленные для 24 

независимых решений (кривая a). б - аналогичное распределение полученное для 
24 случайных структур, расположенных в той же области. 

 
Рисунок 2.46 - Среднестатистическая модель белковой фазы рибосомы, 

полученная путем объединения 24 независимых решений (a,b) и ее сравнение с 
известной кристаллической структурой (c,d). 
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Таким образом, метод восстановления структуры представленной 

пространственным расположением виртуальных атомов применен к набору 

данных малоуглового нейтронного и рентгеновского рассеяния от растворов 

рибосомы с вариацией контраста. Построена среднестатистическая модель 

пространственного расположения белковой фазы молекулы, которая отличается 

от известной кристаллографической модели. Определенные отличия в моделях 

могут служить дополнительной информацией для корректировки 

кристаллографической структуры. 
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2.2.5 Исследование морфологии макромолекул иммуноглобулинов и 

ревматоидного фактора человека по данным малоуглового рассеяния от 

раствора 

 

Иммуноглобулины представляют собой семейство гликопротеинов, 

содержащихся в организме млекопитающих. Основная функция большинства из 

них состоит в  специфическом распознавании  и связывании чужеродных 

объектов (антигенов) и осуществлении эффекторных функций [173]. У 

большинства высших млекопитающих обнаружено пять классов 

иммуноглобулинов, которые отличаются размерами молекул, зарядом, 

аминокислотным составом и содержанием углеводов. Иммуноглобулин G (IgG) 

является главным классом, на долю которого приходится 70-75% общего 

количества сывороточных иммуноглобулинов. На долю IgM приходится 

примерно 10% общего пула иммуноглобулинов сыворотки.  

Ревматоидный иммуноглобулин М (IgM-RF) относится к группе 

ревматоидных факторов (RF), которые являются аутоантителами против 

иммуноглобулина G собственного организма. Полученные за последнее время 

данные позволяют утверждать, что IgM-RF, как и другие RF, играет важную роль 

в патогенезе ревматоидного артрита и таких аутоиммунных заболеваний, как 

системная красная волчанка, синдром Сьогрена, а также при хронических 

инфекционных заболеваниях. Одновременно с патологической функцией RF 

играют заметную роль и в нормальном функционировании иммунной системы – 

участвуют в выведении иммунных комплексов, в процессинге антигена 

B-клетками, в становлении первичного антительного репертуара [174]. Отсюда 

вытекает особый интерес к исследованию связей между структурой и функцией 

RF (в особенности, IgM-RF, который доминирует среди RF по ряду аспектов). 

Установление взаимосвязи  между структурой и патологической функцией IgM-

RF является актуальной проблемой, связанной с разработкой подходов к 
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диагностике и лечению ревматоидного артрита и других аутоиммунных 

заболеваний.  

В последние годы получена пространственная структура нескольких 

интактных моноклональных IgG, с разрешением 0,28 – 0,4 нм [175-177,192]. 

Иммуноглобулины других классов, такие как IgA, IgD, IgE и IgM, до сих пор не 

удалось закристаллизовать и их молекулярная структура исследуется методами 

электронной микроскопии, атомно-силовой микроскопии (АСМ), ЯМР и другими 

физико-химическими методами. Большинство методов предполагают 

специальную обработку образцов, что, в свою очередь, может приводить к 

изменению структуры исследуемых молекул. 

В структурном отношении как иммуноглобулин M (IgM), так и 

ревматоидный IgM-RF являются большими макромолекулами, состоящими из 

пяти IgG-подобных мономеров (Рисунок 2.47).  

 

Рисунок 2.47 - Модель 2RCJ молекулы IgM по литературным данным [178]. 
Структура показана в 2-х ориентациях. 
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Пространственное строение IgG было ранее изучено с разрешением 2.8–4.0 Å 

благодаря возможности их кристаллизации и использованию 

кристаллографических рентгеновских методов [177]. Как IgM, так и IgM-RF не 

кристаллизуются в силу высокой подвижности доменов, а представленная на 

Рисунке 2.47 плоская пентамерная модель структуры 2RCJ была предложена 

Перкинсом и соавторами [178] на основании анализа данных малоуглового 

рентгеновского рассеяния от растворов IgM известной кристаллической 

структуры доменов молекул IgG. Эта модель хорошо согласуется как с 

гидродинамическими и седиментационными данными, так и с электронными 

микрофотографиями молекул иммуноглобулина [179-181].  

Однако до настоящего времени принципиальных структурных различий 

между IgM и IgM-RF на уровне их моноклональных представителей не 

обнаружено. Предыдущие исследования [182] позволили предположить, что 

различия следует искать в первую очередь в Fab-областях, поскольку именно там 

расположены антиген-связывающие центры, определяющие специфичность 

функционирования антитела.  

Наши исследования, которые будут рассмотрены далее, выявили некоторые 

структурные различия между Fab-областями в IgM и IgM-RF [А27,184], а в [185] 

методом электронного парамагнитного резонанса (ЭПР) с использованием спин-

метки показано, что Fab-фрагмент неревматоидного IgM обладает жесткой 

структурой. Метод спин-метки оказался весьма эффективным инструментом для 

обнаружения даже незначительных изменений как общей, так и локальной 

конформационной подвижности макромолекул, в том числе и в 

иммуноглобулинах [186]. Кроме того, метод ЭПР, как и малоугловое 

рентгеновское рассеяние, позволяет исследовать макромолекулы в растворе при 

условиях, близких к естественным. Из работ [187,188] следует, что в Fab-RF 

существуют два центра связывания антигена. Один из них предназначен для 

взаимодействия с антигеном и соответствует обычной антительной 

специфичности данного Fab-RF. Другой центр связывает только аутоантиген. 
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Учитывая сказанное, в данной работе было предпринято комплексное 

изучение структурных особенностей IgM, IgM-RF, Fab и Fab-RF-фрагментов 

методами малоуглового рентгеновского рассеяния (МУР), спин-метки и масс-

спектрометрии (МС), что позволило получить новые данные. 

Плоская структура макромолекулы IgM, как было показано в разделе 2.2.3.2, 

не может быть восстановлена без привлечения дополнительной информации. В 

качестве такой информации в данной работе использовали наличие оси 

симметрии 5-го порядка. Для определения устойчивости определения формы 

частицы был проведен ряд численных экспериментов, результаты которых 

рассмотрены в следующем разделе. 

 



 246

2.2.5.1 Исследование устойчивости определения формы молекулы IgM 

 

Для определения стабильности восстановления формы была рассчитана 

кривая рассеяния от структуры 2RCJ, показанной на Рисунке 2.47. Так как 

влияние случайных шумов в силу высокой гладкости кривой малоуглового 

рассеяния незначительно, их влияние не моделировали.  

Учитывая факт зависимости решения от диапазона экспериментальных 

данных, продемонстрированный в разделе 2.2.3.2, численные эксперименты 

проводили по диапазонам данных, соответствующих числу шенноновских 

каналов (2.28 )  NS = 12 - 25, которое типично для экспериментальных кривых 

рассеяния от данных образцов.  

Здесь следует сделать важное для практики замечание. Вариация деталей 

формы от решения к решению для структур с большим количеством мелких 

деталей приводит к тому, что усреднение решений с помощью программы 

DAMAVER приводит к наиболее вероятному объему, слишком далекому от самих 

решений (NSD > 0.8), тогда как решения отличаются друг от друга не более, чем 

на NSD = 0.7. Особенно сильно этот эффект проявляется при увеличении 

диапазона данных до NS > 20. 

При моделировании и поиске решений по данным малоуглового 

эксперимента область поиска назначали в виде цилиндрического объема, 

имеющего форму диска с отношением диаметр/толщина около 3 - 4. Это 

обусловлено тем, что молекулы IgM имеют плоскую структуру и сферическая 

область поиска имеет избыточное число узлов, что приводит к неоправданному 

увеличению их числа и, соответственно, к значительному увеличению машинного 

времени. Форма IgM восстанавливается в сферической области в виде плоского 

тела, как показано на Рисунке 2.48(а,б), и пропорции цилиндрической области 

были выбраны по результатам поиска в сфере с учетом возможного разброса 

решений по толщине структур. 

Результаты восстановления показаны на Рисунке 2.49 и 2.50. Видно, что 

при увеличении углового диапазона данных рассеяния восстанавливаемые формы 

приобретают мелкие детали, которые передают "ажурность" структуры, но их 

расположение практически хаотично. Общий характер формы низкого 
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разрешения при этом сохраняется. В любом случае совпадение между исходной 

кривой рассеяния и рассчитанными по найденным моделям не превышает 

R = 0.0010±0.0001 и соответствует Рисунку 2.48(а).  

По результатам расчетов около 300 модельных вариантов были подобраны 

оптимальные значения весовых коэффициентов штрафных членов в (2.64) для 

рыхлости структуры wL = 0.001 и wC
  = 0.005. Эти значения использовали для 

расчетов с помощью модифицированной программы DAMMIN. 

 

 

Рисунок 2.48 - Пример восстановления формы молекулы IgM в сферической 
области поиска диаметром 38 нм по теоретической кривой рассеяния от известной 
структурной модели. а): сравнение исходной интенсивности рассеяния от 2RCJ 
(точки) и рассеяния от найденных решений (сплошная линия).  Вертикальными 
пунктирными линиями отмечены позиции шенноновских каналов. б): найденная 

структура в 2-х ориентациях: желтые шарики - частица, серые - область 
растворителя. 
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Рисунок 2.49 - Пример шести восстановлений формы 2RCJ (Рисунок 2.47) по 
модельным кривым рассеяния при числе шенноновских каналов NS = 12. NSD 
структур 0.6±0.1. Структура справа внизу показана вместе с областью поиска 
(серые точки). Структуры здесь и на следующих рисунках показаны в двух 

ориентациях. 

 

Рисунок 2.50 - Пример восстановлений формы 2RCJ (Рисунок 2.47) по 
модельным кривым рассеяния при числе шенноновских каналов NS = 25. NSD 

структур 0.65±0.10. 
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2.2.5.2 Результаты исследования растворов молекул иммуноглобулинов и 

ревматоидного фактора 

 

Данная работа была выполнена сотрудниками Института органической 

химии РАН, Института молекулярной биологии РАН, Института 

биоорганической химии РАН, Москва и Гематологического научного центра 

РАМН. Измерения малоуглового рентгеновского рассеяния и анализ данных 

проводились в Европейской лаборатории молекулярной биологии (EMBL c/o 

DESY, Гамбург) и в Институте кристаллографии РАН [А27,А31,А44,А61,А63]. 

Автором были проведены измерения рассеяния, обработка и интерпретация 

основной части полученных данных, модификация программ и разработка ряда 

новых процедур анализа интенсивности малоуглового рассеяния.  

Методики, использованные в данной работе, кратко описаны ниже. 

Получение растворов иммуноглобулинов.  

Для получения растворов иммуноглобулина IgG использовали препарат 

фирмы "Sigma" (США). Моноклональный IgМ человека и моноклональный IgM-

RF (болезнь Вальденштрема, в дальнейшем обозначены как образцы IgM-RF1, 

IgM-RF2 и IgM-RF3) были получены по разработанным ранее методикам 

выделения из плазмы крови человека [188]. Для приготовления растворов этих 

белков с концентрациями от 2.5 до 14.0 мг/мл использовали трис-буфер pH 8,3-8,4 

фирмы "Merck" (Германия). Концентрацию белка в растворе измеряли 

спектрофотометрически, используя величины поглощения  = 12.0 для 

IgM и IgM-RF, и 14.0 для IgG. Уровень агрегации белка в растворе оценивали с 

помощью аналитической ультрацентрифуги "Spinko E" фирмы Beckman (США). 

Полученные величины содержания агрегатов не превышали 5%. Непосредственно 

перед экспериментом все растворы пропускали через мембранный фильтр с 

величиной пор 0.45 мкм фирмы "Schleicher & Schuell" (Германия). Препараты 

оказались полностью гомогенными по данным иммуноэлектрофореза с анти - , 

%1
1,280 cmA
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анти -  и антицельной антисыворотками, а также по данным аналитического 

ультрацентрифугирования. 

Образцы IgM-RFq выделены из плазмы крови потенциального больного с 

необычайно высокой ревматоидной активностью IgMκ – 32600 IU/ml (при норме 

0 - 20).  

Fab- и Fab-RF-фрагменты были получены соответственно из IgM и IgM-RF 

по методу [188]. Они также были проанализированы методом аналитического 

ультрацентрифугирования и оказались полностью гомогенными. 

Непосредственно перед введением спиновой метки для исследования методом 

ЭПР образцы Fab- и Fab-RF-фрагментов были сконцентрированы с помощью 

миниконцентратора Minicon B-15 (фирма Amicon, США). 

Измерение малоуглового рассеяния.  

Часть данных малоуглового рентгеновского синхротронного рассеяния была 

получены на лабораторном дифрактометре АМУР-К (разработка СКБ института 

кристаллографии РАН, Москва) при фиксированной длине волны излучения , 

равной 0.1542 нм (CuK линия) с блочным коллиматором по схеме Кратки. 

Угловой диапазон измерений составлял 0,12 < s < 9,0 нм-1. Основную часть 

образцов измеряли на станции X33 в Европейской лаборатории молекулярной 

биологии (EMBL) на накопительном кольце синхротрона DORIS III, (DESY, 

Гамбург, Германия). Необходимость использования синхротронного излучения 

определялась высокой интенсивностью рентгеновского пучка, что позволило 

получить данные с хорошим отношением сигнала к шуму, которого невозможно 

добиться на лабораторных установках с рентгеновскими трубками из-за слабой 

рассеивающей способности растворов биомолекул. Угловой диапазон измерений 

составлял 0.1 нм-1 < s < 5.0 нм-1, при = 0.15 нм. Для того, чтобы перекрыть 

указанный угловой диапазон, измерения проводили при двух расстояниях образца 

от детектора - 2.9 м и 4 м. Для получения полной картины рассеяния оба набора 

данных объединяли. Образцы для измерения помещали в 1 мм кювету со 

слюдяными окнами толщиной 20 мкм (станция X33) или в кварцевый капилляр 
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диаметром 1 мм со стенками 10 мкм (АМУР-К). Измерения нормировали 

относительно интенсивности падающего пучка и делали соответствующие 

поправки на чувствительность детектора. После вычитания рассеяния от кюветы с 

чистым растворителем результирующие кривые нормировали относительно 

концентраций растворов. 

Определение интегральных параметров молекул IgM и IgM-RF в растворе.  

Радиусы инерции молекул Rg вычисляли по данным МУР, используя 

приближение Гинье, а также определяли из функции распределения по 

расстояниям p(r), как описано в предыдущих разделах. 

Масс-спектроскопия Fab и Fab-RF фрагментов.  

Определение молекулярных масс как самих Fab и Fab-RF фрагментов, так 

и продуктов их расщепления трипсином проводилось методом масс-

спектроскопии. Целью эксперимента было обнаружение предполагаемых 

различий в масс спектрах как самих Fab и Fab-RF фрагментов, так и продуктов их 

деградации трипсином. Трипсинолиз препаратов Fab и Fab-RF проводили 

однотипно по следующей методике. Белок переводили диализом в 0.3 М трис-HCI 

буфер рН 8.0, содержащий 6М гуанидин-хлорид и 5 мМ дитиотрейит и 

инкубировали 30 мин при 60°С. Затем раствор охлаждали до комнатной 

температуры и добавляли иодацетамид до концентрации 40мМ. После инкубации в 

темноте в течение 60 мин при комнатной температуре разбавляли водой 

квалификации milli-Q в 4 раза и добавляли бычий ТРСК-трипсин, инкубировали при 

37° в течение 12 ч  в темноте, разбавляли в 2 раза 0.2%-ной ТФУ и обессоливали на 

картридже для твердофазной экстракции. Съемку масс-спектров проводили на 

приборе Ultraflex Tof/Tof (Bruker) при способе ионизации MALDI-TOF-MS. В 

качестве матрицы использовали 2,5-дигидробензойную кислоту. Метод нанесения 

образца на мишень   – dried-droplet. 

Введение спиновой метки и измерения спектров электронного 

парамагнитного резонанса.  
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Были использованы следующие препараты: спиновая метка 2,2,6,6-

тетраметил-4-дихлортриазиниламинопиперидин-1-оксил (синтезирован 

А.Ю. Мишариным); Сефадекс G-25 средний (фирма Pharmacia, Швеция); 0.01 М 

трис-HCl буфер, pH 8.3 – 8.4, содержащий 0.1М NaCl и 0.02% NaN3 (буфер А). 

Введение спиновой метки в образцы Fab-фрагментов проводилось по следующей 

методике: 2 мкл раствора спиновой метки в этаноле (0.1М), приготовленного при 

комнатной температуре, были добавлены к 200 мкл раствора белка в буфере А (10 

мг/мл). Диализованный раствор был пропущен через колонку с Сефадексом G-25 

средний (0.5 × 20 см) в буфере А при скорости элюирования 15 мл/ч, фракции 

элюата по 150 мкл. Для каждой фракции были измерены спектры ЭПР, а для 

пиковых фракций – еще и при различных температурах и вязкости среды. 

Спиновая метка в Fab-RF-фрагменты была введена аналогичным путем. 

Воспроизводимость данных, представленных в настоящей работе, была 

подтверждена повторным проведением экспериментов. 

Измерения проводили на ЭПР-спектрометре Varian E-104A (США) при 

амплитуде высокочастотной модуляции магнитного поля 1-2 Гс, мощности СВЧ 5 

мВт, при различных значениях коэффициента усиления и температурах 1 и 20C. 

Развертка магнитного поля составляла 100 и 200 Гс при времени сканирования 8 и 

4 мин, соответственно. Крайние широкие пики ЭПР спектров были измерены 

отдельно при высокочастотной модуляции амплитуды 2 – 4 Гс и с более высоким 

усилением для определения расстояния между максимумами высокопольных и 

низкопольных пиков. 

В данной работе проводили сравнение релаксационных свойств в растворе 

глобулярных макромолекул Fab- и Fab-RF-фрагментов, спин-меченных по 

пептидной части. В методе спин-метки информацию о структуре макромолекулы 

получают из анализа двух величин: времени вращательной корреляции  (в нс) и 

параметра упорядоченности S. Величина   характеризует пространственную 

подвижность спин-меченого участка и позволяет определить его молекулярную 

массу. Чем меньше , тем меньше молекулярная масса спин-меченого объекта. 
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Величина S характеризует ближайшее окружение спин-метки и может принимать 

значения ≤ 1. Если S = 1, спин-метка полностью неподвижна относительно 

белковой глобулы и чем меньше S, тем более подвижна спин-метка.  

Для монодисперсных фракций обоих спин-меченых препаратов было 

проведено исследование температурно-вязкостной зависимости спектров ЭПР, 

аналогично [183]. Вязкость белковых растворов варьировали добавлением 

сахарозы. Величину вязкости контролировали с помощью рефрактометра Carl 

Zeiss  (Йена, Германия). На основании измерения расстояний между крайними 

широкими пиками в спектрах ЭПР, записанных при 1 и 20C и переменной 

вязкости среды, были проанализированы зависимости указанного расстояния от 

вязкости среды для обоих спин-меченых препаратов. 

Эффективную величину вращательной корреляции   рассчитывали по 

формуле 
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где S – параметр упорядоченности (связанный с частичным усреднением 

магнитных тензоров спин-метки), A2  – точка пересечения с осью ординат 

прямых участков зависимостей расстояний между крайними широкими пиками в 

спектре ЭПР A2   от температурно-вязкостного параметра   74.0T . 

Предварительно, по точке пересечения этих прямых с осью ординат 

рассчитывали параметр упорядоченности S: 
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где  – изотропная константа сверхтонкой структуры нитроксила, определяемая 

как расстояние между соседними острыми пиками в спектрах ЭПР свободной 

спин-метки в растворе, 2AZZ – расстояние между крайними широкими пиками в 

спектрах ЭПР спин-меченого препарата при 77оK. 

0a



 254

Интегральные структурные параметры иммуноглобулинов.  

Средние значения молекулярных масс иммуноглобулинов для образцов с 

различными концентрациями и при различных условиях съемки  (длина камеры 4 

м и 2.9 м) по данным малоуглового рассеяния составляли : IgG - 146  ± 10 кДа;  

IgM - 760  ± 40 кДа;  IgM-RF - 690 ± 20 кДа. Согласно литературным данным, 

молекулярный вес IgG и IgM, соответственно, равен 146 кД и 970 кД [191]. 

Несмотря на значительную ошибку в полученных значениях молекулярных масс, 

величина этого параметра для ревматоидного фактора оказалась в целом 

систематически немного меньше, чем для IgM. Надо сказать, что заниженные 

оценки масс могут свидетельствовать и о меньшей степени агрегации молекул 

IgM-RF в растворе. Радиусы инерции, рассчитанные по экспериментальным 

кривым, отражают ту же тенденцию: для молекулы ревматоидного фактора Rg 

меньше, чем для IgM. Найденные с помощью программы GNOM максимальные 

размеры молекул Dмакс равны 17±1 нм, 38±0.5 нм и 38±2 нм, соответственно, для  

IgG, IgM и IgM-RF. Средние значения найденных радиусов инерции Rg для 

вышеприведенных условий составляют соответственно: для IgG =5.9 ± 0.1 нм, для 

IgM  11.4 ± 0.6 нм и для IgM-RF  10.9 ± 0.4 нм. Согласно литературным данным, 

средние значения Rg cоставляют соответственно для  IgG  5.84 ± 0.04 нм [175], 

для IgM  12.0 ± 0.2 нм [192]. 

Структура IgG в растворе.  

Молекулы IgG имеют типичную для антител структуру и состоят из 4-х 

полипептидных цепей - двух одинаковых легких цепей и двух одинаковых 

тяжелых цепей (с вариабельными и константными областями), которые образуют 

в целом 12 доменов и формируют две Fab- и одну Fc-области. Присущая 

иммуноглобулинам подвижность может дать целый спектр молекулярных 

конформаций. В соответствии с кристаллографическими данными [177], молекула 

IgG в кристалле  может иметь как симметричные, так и асимметричные Т и Y 

конформации. В растворе антитела могут принимать промежуточные между 

этими основными конформациями формы. На Рисунке 2.51 представлены кривые 
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малоуглового рентгеновского рассеяния от раствора IgG вместе с кривыми 

рассеяния, рассчитанными для опубликованных кристаллических структур IgG1k 

(Mab61.1.3, код структуры 1IGY) и  IgG2ak (Mab231, код структуры 1IGТ) 

[192,193]. Значение   для 1IGY, равное 2,1,  меньше, чем для 1IGT (2,8). 

Значительное отклонение этих значений от единицы связано с тем, что статичная 

структура высокого разрешения содержит много деталей, тогда как в растворе мы 

наблюдаем молекулы, находящиеся одновременно в разных конформациях, и 

усредненная кривая рассеяния уже не может соответствовать кристаллической 

модели. 

Меньшее значение критерия согласия для структуры 1IGY позволило 

предположить, что в растворе форма молекул IgG в ближе к Y-конформации. 

 

Рисунок 2.51 - Сравнение экспериментальной кривой малоуглового 
рассеяния от раствора иммуноглобулина IgG (кружки с разбросом ошибок) и 
кривых, рассчитанных от известных структур высокого разрешения: IgG1k 

Mab61.1.3, код структуры 1IGY (пунктир) и  IgG2ak Mab231, код структуры 1IGТ 
(сплошная кривая). 

 

Для проверки этого предположения было проведено определение формы 

частиц IgG с помощью программы DAMMIN по полученным экспериментальным 

данным рассеяния. Максимальный размер макромолекул IgG был оценен из 
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функции распределения по расстояниям p(r). Этот параметр оказался равен 17 нм. 

Для определения устойчивости решения было проведено несколько независимых 

восстановлений структуры белка. Для восстановления формы IgG в растворе при 

решении использовалась произвольно расположенная ось симметрии второго 

порядка. Одно из типичных решений вместе с кристаллографической моделью 

представлены на Рисунке 2.52 в двух взаимно перпендикулярных ориентациях. 

Для сравнения на том же рисунке  представлена форма IgG, восстановленная без 

какого-либо ограничения на анизометрию частицы. Соответствие модельных 

кривых рассеяния экспериментальным данным показано на Рисунке 2.53. 

Полученные структуры, включая случай восстановления без ограничений на 

симметрию макромолекул отличаются от атомной модели 1IGY, большими 

линейными размерами: 17 нм вместо 14.7 нм. Найденный размер соответствует 

максимальному расстоянию в структуре 1IGT 16,4 нм с учетом поправки на 

толщину гидратной оболочки 0,3нм Это позволяет сделать предположение, что в 

растворе молекулы IgG имеют более раскрытую конформацию, чем 1IGY. 

Найденные программой DAMMIN  V-образные модели отличаются, в свою 

очередь, от формы 1IGT и ближе к Y-типу. Рассеяние от полученных шариковых 

моделей совпадает с экспериментом без систематических отклонений с 

  = 0.8±0.1 (Рисунок 2.53). Экспериментальная кривая отличается от 

теоретических профилей рассеяния, рассчитанных для атомных структур, 

большей гладкостью. Это можно объяснить тем, что, как уже было отмечено, в 

растворе одновременно присутствуют молекулы, находящиеся в разных 

конформациях.   
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Рисунок 2.52 - Известные кристаллографические модели молекул: (а) IgG2ak 
(код структуры 1IGТ [193]), (b) IgG1k (код структуры 1IGY [192]), (c) структура, 
восстановленная по данным малоуглового рассеяния с учетом оси симметрии 2-го 
порядка и (d) модель, восстановленная без дополнительной симметрии. (e) и (f) - 
область перекрытия решений и наиболее вероятный объем. Каждая структура 

показана в двух перпендикулярных ориентациях. 
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Рисунок 2.53 –  (а): сравнение экспериментальных данных рассеяния раствором 
IgG (кружки с разбросом ошибок) с типичной кривой рассеяния от модельной 
структуры IgG (сплошная линия) рассчитанной по программе DAMMIN (см. 

Рисунок 2 b, c). (б): сравнение той же экспериментальной кривой с теоретическим 
расчетами по известным моделям (см. Рисунок 2.51). 

 

Структуры IgM и IgM-RF в растворе.  

На Рисунке 2.54 а представлены экспериментальные данные рассеяния от 

растворов IgМ и IgM-RF в растворе, а также теоретическая кривая рассеяния, 

рассчитанные от симметричной пентамерной атомной модели IgM 2RCJ с 

помощью программы CRYSOL [194] из пакета ATSAS [А39]. В области малых 

углов (s до 1 нм-1) видно относительно неплохое согласие рассчитанных и 

экспериментальных данных. Значительное расхождение при больших углах 

определяется рассеянием на внутренней структуре частиц симметричной модели 

2RCJ. В растворе симметрия молекулы вследствие ее гибкости может нарушаться 

и экспериментальная кривая рассеяния оказывается более монотонной из-за 

усреднения. 
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Рисунок 2.54 - Сравнение экспериментальной кривой малоуглового 
рассеяния раствором IgM (a, кружки с разбросом ошибок) с интенсивностью, 
рассчитанной по программе CRYSOL от атомной модели 2RCJ предложенной в 

[178] (а, сплошная линия). Сравнение нормированных экспериментальных 
кривых рассеяния от растворов IgM (б, кружки) и IgM-RF (в, кружки) с 

теоретическим кривыми, рассчитанными от найденных моделей (сплошные 
линии). Для наглядности сравниваемые пары кривых смещены по вертикали. На 
врезке: амплитуды разностных кривых для соответствующих пар, нулевые уровни 

показаны пунктиром. 
 

Некоторые из типичных восстановлений симметричной структуры IgM, 

полученные с помощью программы DAMMIN по данным малоуглового рассеяния 

показаны на Рисунке 2.55. В целом, найденная при минимальных допущениях о 

структуре, модель IgМ неплохо согласуется с предложенной С. Перкинсом 

моделью 2RCJ. 
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Рисунок 2.55 - Сравнение моделей IgM (левая половина рисунка) и IgM-RF 
(правая половина). Две верхние строчки – по два типичных решения в двух 
ориентациях, две нижние строчки - результаты усреднения с помощью 
программы DAMAVER по 30 независимо полученным решениям. 

 

На Рисунке 2.55 (справа) представлен один из результатов восстановления 

структуры IgM-RF. Во всех восстановленных структурах F(ab)2 области молекулы 

оказались асимметричны: один из Fab-фрагментов каждого IgG-подобного домена 

(см. схему на Рисунке 2.47) имеет или неполный объем, или вследствие большей 

гибкости Fab-RF, средняя по времени структура молекулы оказывается менее 

заполненной на больших расстояниях от центра. Это согласуется с меньшими 

значениями радиуса инерции IgM-RF по сравнению с IgM и со сделанным 

предположением о неодинаковости в структурном и функциональном плане Fab-

областей в молекуле ревматоидного фактора. Разница в заселенности Fab-

областей моноклональных IgM и ревматоидного IgM-RF была также ранее 

подтверждена с помощью метода дифференциальной сканирующей 

микрокалориметрии [195]. Сравнение в упомянутой работе параметров тепловой 
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денатурации Fab и (Fc)5 фрагментов IgM  и  IgM-RF позволило ее авторам сделать 

вывод о том, что (Fc)5-фрагменты обоих белков термодинамически мало 

отличаются, в то время как их Fab-фрагменты  различаются характером  

взаимодействия между доменами.  

Поиск более детализированных структур с помощью модифицированной 

программы DAMMIN, а также программ моделирования структуры 

последовательностью аминокислотных остатков GASBOR и интерактивного 

моделирования доменами MASSHA [196] подтвердил ранее полученные 

результаты, за исключением того, что максимальный размер молекул 

ревматоидного фактора оказался ближе к размерам IgM, несмотря на меньший 

радиус инерции. Был обработан ряд как ранее измеренных кривых рассеяния, так 

и интенсивности, полученные от новых образцов. Экспериментальные данные 

показаны на Рисунке 2.57, типичные результаты восстановления формы частиц - 

на Рисунках 2.58 и 2.59.  

  
Рисунок 2.57 - Сравнение экспериментальных данных рассеяния растворами IgМ 
(1 - 3, черные точки) и IgM-RF (кружки). Для большей наглядности пары кривых, 

измеренных в одинаковых условиях, смещены по вертикали. 
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Рисунок 2.58 - Экспериментальные интенсивности (точки) и рассеяние от 
найденных структурных моделей (гладкие сплошные линии) в координатах 

Кратки для растворов (1-3): IgM1, IgM2, и IgM3; (4-7): IgM-RF1, IgM-RF2, IgM-
RF3, и IgM-RFq, соответственно. Кривая (8): усредненная интенсивность 
рассеяния для всех образцов IgM. (9): усредненная интенсивность для всех 
образцов ревматоидных факторов (кружки). Пары сравниваемых кривых 
сдвинуты по вертикали для наглядности. Интенсивности (8, 9) в области 
0,5 < s < 1,0 нм-1 практически идентичны, тогда как рассеяние от молекул 

ревматоидного фактора в начальной области s < 0,5 нм-1 систематически меньше 
рассеяния от интактного иммуноглобулина М. 
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Рисунок 2.59 - Сравнение типичных моделей, найденных по данным рассеяния, с 
моделью Перкинса 2RCJ (а). (b): два решения IgM (DAMMIN). (с, d): 4 решения 
для IgM-RF (DAMMIN). (e): модель из аминокислотных остатков (программа 
GASBOR). (f): моделирование доменами, из которых состоит структура 2RCJ. 

 

На Рисунке 2.60 показано сравнение усредненных по всем расчетам 

контуров функций распределения парных расстояний. Расчет для структуры 2RCJ 

проводили путем прямого подсчета количеств расстояний между атомами с 

помощью разработанной программы DAMPRIS. Видно, что распределение для 

образцов интактного иммуноглобулина IgM в среднем близко по своему 

характеру распределению, найденному для 2RCJ, при том, что 

экспериментальные кривые показывают больший максимальный размер молекул, 

чем диаметр структуры 2RCJ. Это свидетельствует о подвижности Fab-

фрагментов в растворе и увеличении, как следствие, среднестатистического 

диаметра всей структуры. Однако, данный вывод нельзя считать окончательным и 

надежным, так как аналогичный эффект увеличения кажущегося диаметра может 

дать возможная примесь агрегатов макромолекул, которая в данном случае 
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слишком незначительна, чтобы их влияние на рассеяние можно было достоверно 

детектировать.  

 

 
Рисунок 2.60 - Усредненные функции парных расстояний для (1) - структуры 

2RCJ, точки; (2) - данных для IgM; (3) - образцов ревматоидного фактора IgM-
RF1, IgM-RF2 и IgM-RF3 (болезнь Вальденстрема); (4) - образца IgM-RFq 

(потенциальный больной). 

 

Таким образом, основное различие между молекулами IgM и IgM-RF, 

определяемое по данным рассеяния, заключено в меньшем количестве отрезков 

большой длины, которые можно вписать в структуру ревматоидного фактора. 

Наиболее наглядно этот факт демонстрирует различие между функциями 

радиального распределения. Для их оценки была написана программа расчета 

количества атомов (шариков в структурных моделях) Nr, находящихся на 

расстоянии r от центра тяжести частицы и усреднения распределений по разным 

измерениям и сериям расчетов (10-30 решений для каждого измерения). Были 

объединены результаты для образцов, перечисленных в подписи под 

Рисунком 2.58. Результаты расчетов показаны на Рисунке 2.61. Распределение для 

молекулы IgM по данным рассеяния (Рисунок 2.61,2) близко к распределению, 

усредненному по серии модельных восстановлений (Рисунки 2.49 -– 2.50) и 

значительно отличается от распределения, рассчитанного для структуры 2RCJ 
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(Рисунок 2.61(1)), в области больших расстояний от центра, что согласуется с 

предположением о гибкости частицы в растворе. Отличие распределений для 

IgM-RF еще значительнее, что говорит о большей подвижности периферийных 

доменов ревматоидного фактора. 

 

Рисунок 2.61 - Усредненные функции радиального распределения числа 
структурных элементов (атомов углерода в 2RCJ или шариков в моделях, 

найденных по данным малоуглового рассеяния) в зависимости от расстояния от 
центра тяжести частиц. (1): 2RCJ; (2): усредненные модельные решения на 
Рисунке 2.49 - 2.50; (3): данные от растворов IgM1-IgM3; (4): образцы IgM-
RF1 - IgM-RF3; (5): IgM-RFq. Разбросы распределений рассчитаны по 10-30 
решениям для каждого образца и отражают численную стабильность расчетов 

структурных моделей. 

 



 266

Моделирование молекул иммуноглобулина и ревматоидных факторов с 

помощью фрагментов. 

Сравнение экспериментальных кривых рассеяния с интенсивностями, 

рассчитанными от известных кристаллических структур высокого разрешения, 

позволяет оценивать различие в строении макромолекул в кристалле и растворе, а 

также проверять адекватность гипотетических моделей молекул. Расчет 

интенсивности малоуглового рассеяния от атомных структур проводили с 

помощью программы CRYSOL. Конструирование структур из фрагментов 

осуществляли с помощью программы моделирования MASSHA [196] 

(Рисунок 2.59(f)). Эффект асимметрии периферийных областей хорошо виден и в 

решении для ревматоидного IgMk, полученного с помощью программы GASBOR 

(Рисунок 2.59(е)). 

Таким образом, сравнение форм молекул IgM и IgM-RF, восстановленных 

по данным малоуглового рассеяния различными методами, привело к выводу о 

большей относительной подвижности фрагментов молекул ревматоидного 

фактора, анализ радиальных распределений плотности показал большую 

подвижность периферийных областей Fab-фрагментов. Эта подвижность может 

быть обусловлена, в свою очередь, увеличенной гибкостью этих фрагментов, 

исследование которых представлено ниже. 

Спектры ЭПР спин-меченых Fab и Fab-RF фрагментов.  

После введения спин-метки в молекулы Fab- и Fab-RF-фрагментов были 

записаны спектры ЭПР (Рисунок 2.62а) [А44].  
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Рисунок 2.62 - Сравнение высокопольных пиков ЭПР спектров при слабом (I) и 
сильном (II) усилениях: А – спин-меченые Fab-фрагменты; B – спин-меченые Fab-

RF-фрагменты. Измерения проведены до диализа при температуре 20 (а). ЭПР 
спектры пиковых фракций (после диализа) спин-меченых Fab- и Fab-RF-

фрагментов при различных температурах и вязкостях среды: 20оС (б, в), 1оС (г, д), 
0% сахарозы (б, г), 33% сахарозы (в, д). 

 

Как видно из рисунка, высокопольные пики в ЭПР спектрах заметны при 

большом усилении уже при 200С даже до диализа, что свидетельствует о 
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ковалентном связывании спин-метки с белком. Уже на этой стадии заметны 

различия в спектрах. Спектры ЭПР, записанные после диализа спин-меченых 

образцов (Рисунок 2.62б-2д), еще более наглядно показывали наличие крайних 

широких пиков. При этом спектр ЭПР от свободной спин-метки дает заметный 

вклад в суммарный спектр. Поэтому диализованные спин-меченые препараты 

были подвергнуты дополнительной гель-фильтрации на колонке с сефадексом 

G-25-средний с полным ЭПР мониторингом собираемых фракций. Было получено 

хорошее разделение спин-меченых препаратов и остатков непрореагировавшей 

спин-метки. При этом следует отметить, что спин-меченый Fab-RF-фрагмент 

заметно дольше удерживается на колонке по сравнению со спин-меченым Fab-

фрагментом. 

Для пиковых фракций обоих спин-меченых препаратов было проведено 

исследование температурно-вязкостной зависимости спектров ЭПР. На основании 

измерения расстояний между крайними широкими пиками в спектрах ЭПР, 

записанных при 1 и 200С и переменной вязкости среды, были измерены 

зависимости указанного расстояния от вязкости среды для обоих спин-меченых 

препаратов. По формулам (2.66) и (2.67) рассчитанные величины времени 

вращательной корреляции τ и параметра упорядоченности S составили при 20оС: 

для Fab – 212 и 0.600.01, а для Fab-RF – 111 и 0.590.01 соответственно.  

Моделирование Fab-фрагментов по данным малоуглового рентгеновского 

эксперимента.  

Кривые малоуглового рентгеновского рассеяния Fab-фрагментами 

нормального и ревматоидного иммуноглобулинов представлены на Рисунке 2.63а 

[А44]. 
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Рисунок 2.63 - Кривые малоуглового рентгеновского рассеяния от растворов Fab-
фрагментов нормального и ревматоидного иммуноглобулинов и модельные 
кривые, рассчитанные от найденных структурных моделей, показанных на 
Рисунке 2.64 (а, в): 1 – Fab, 2 – модельная кривая для Fab, 3 – Fab-RF, 4 - 

модельная кривая для Fab-RF. Кривые разнесены попарно по вертикали для 
лучшей визуализации (а). Распределения по расстояниям внутри молекул, 

рассчитанные по данным рассеяния (б). 

 

В области углов до 0.5 нм -1 имеются небольшие отличия в форме кривых, 

что является отражением отличия структур этих макромолекул, что 

подтверждается значениями радиуса инерции Rg, максимального размера Dmax и 



 270

объема V для Fab- и Fab-RF-фрагментов, рассчитанных по кривым рассеяния с 

использованием приближения Гинье (уравнение 2.4) и программы GNOM 

(уравнение 2.6): 

для Fab-фрагмента: Rg = 2.90.1 нм, Dmax = 10.80.3 нм, V = 882 нм3; 

для Fab-RF-фрагмента: Rg = 2.70.1 нм, Dmax = 10.00.3 нм, V = 822 нм3. 

Эти различия хотя и не являются значительными, тем не менее, они вполне 

достоверны, так как ошибка определения геометрических характеристик 

составляла не более 3%. 

Результаты восстановления формы Fab–фрагментов молекул IgM и IgM-RF 

в растворе показаны на Рисунке 2.64, а соответствующие им модельные кривые 

рассеяния, рассчитанные для этих фрагментов с помощью программы DAMMIN – 

на Рисунке 2.63а (сплошные линии 2 и 4). Полученные модели близки по форме. 

Однако практическое отсутствие внутренней полости для модели Fab-RF и более 

компактное строение этой макромолекулы говорит о некоторых структурных 

перестройках в ней по сравнению с нормальным Fab-фрагментом. Наличие в 

моделях "хвостов" является артефактом и, по-видимому, связано с присутствием 

некоторого количества агрегатов в растворе, рассеяние от которых увеличивает 

оценку максимального размера макромолекул в монодисперсном приближении. 

Действительно, максимальный размер молекул Fab и Fab-RF значительно больше 

(Рисунок 2.63б) по сравнению с данными кристаллографических исследований, в 

соответствии с которыми Rg = 2.6 нм, а Dmax = 8.9 нм. Головная же часть 

восстановленных моделей молекул близка по форме к известной кристаллической 

структуре. 
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Рисунок 2.64 - Восстановленные формы макромолекул Fab-фрагментов 
нормального (а) и ревматоидного (в) иммуноглобулинов программой DAMMIN. 

Структуры показаны в трех взаимно перпендикулярных ориентациях. Для 
сравнения показан Fab-фрагмент, выделенный из структуры 1IGY.PDB [193] (б). 

 

Для проверки надежности сделанных выводов была проведена серия 

численных экспериментов по восстановлению формы Fab-фрагмента с 

использование модельной интенсивности рассеяния, рассчитанной для известной 

кристаллической структуры (б) Рисунка 2.64. На Рисунке 2.65 представлены 

результаты моделирования, полученные в тех же условиях расчетов, что и для 

экспериментальных данных при доле димера в модельной смеси равной 10% вес. 

Интенсивность рассеяния от атомных структур были рассчитаны с помощью 

программы CRYSOL.  

Из рисунка видно, что форма распределения, рассчитанная по данным 

рассеяния от смеси похожа на распределения, показанные на Рисунке 2.63(б). 

Найденные структуры по своему характеру аналогичны структурам, 

представленным на  Рисунке 2.64. 
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Рисунок 2.65 - Результаты определения формы доменов Fab (а) при наличии в 
модельной смеси 10% димеров (б). На графике показано сравнение распределений 
по расстояниям, рассчитанные для раствора мономера (а) и для смеси (б). Внизу: 
два типичных решения, полученных с помощью модифицированной программы 

DAMMIN по данным малоуглового рассеяния от модельной смеси. 
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Определение молекулярных характеристик Fab- и Fab-RF-фрагментов с 

помощью масс-спектроскопии.  

Как следует из Рисунка 2.66 (а,б), полученные препараты IgM и IgM-RF в 

нативном состоянии практически гомогенны и их молекулярная масса (порядка 50 

кДа) очень близка к величинам, указанным в литературе. Правда, при этом 

молекулярная масса Fab-RF меньше массы Fab примерно на 380 Да, что хотя и 

достоверно, но не принципиально: спектр смеси обоих препаратов не выявил 

расщепления основного массового пика. Однако после трипсинолиза разница масс-

спектров Fab и Fab-RF уже представляется весьма значительной.  

 

Рисунок 2.66 - Масс-спектры Fab (а), Fab-RF (б) и фрагментов, полученных 
методом расщепления трипсином (в, г, соответственно). 

Известно, что трипсин гидролизует связи Lys-X и Arg-X, за исключением 

случаев, когда Х = Pro (полная негидролизуемость) и X = Asp, Gly, Cys (частичная 
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негидролизуемость). С этой точки зрения проведенный нами анализ первичных 

структур обоих фрагментов показал, что теоретически после трипсинолиза из Fab 

должно образоваться 33 пептида, а из Fab-RF – 31. Из Рисунка 2.66 следует, что в 

реальности из Fab получается только 15 пептидных фрагментов, а из Fab-RF – 28. 

Заметим, что трипсинолиз протекает теоретически в условиях полной денатурации 

белка, т.е. полного разворачивания глобулярной структуры. При этом из Fab-RF 

образовалось количество пептидов, весьма близкое к ожидаемому, а из Fab - только 

около половины. Из этого следует, что в использованных условиях трипсинолиза 

пространственная структура Fab-RF оказалась гораздо лабильнее, чем в случае Fab, 

что согласуется с данными метода спин-метки. Метод ЭПР выявил лишь гибкость 

междоменных областей Fab-RF, тогда как метод МС показал еще и лабильность 

структуры всех глобул, образующих этот фрагмент. Таким образом, МС спектры 

также свидетельствуют о возможных структурных перестройках в макромолекуле 

Fab-RF-фрагмента, которые определяются внутренними связями и изменяют 

подвижность отдельных ее участков. 

Основным выводом из результатов экспериментов является свидетельство 

повышенной гибкости и подвижности Fab-участков молекул IgM-RF по 

сравнению с IgM при незначительных различиях в форме и молекулярной массе 

фрагментов. Величина параметра упорядоченности S, характеризующая 

ограничение подвижности спин-метки, только незначительно различается для 

обоих препаратов. Это свидетельствует о том, что объем угловых переориентаций 

спин-метки в обоих белках одинаков. Однако спектры ЭПР спин-меченых Fab- и 

Fab-RF-фрагментов (Рисунок 2.62) имеют серьезные различия: при большом 

усилении видно, что пик BII сдвинут к острому высокопольному пику от 

свободной метки больше, чем пик AII. Этот сдвиг говорит о том, что в спин-

меченном Fab-RF-фрагменте метка более расторможена, чем в спин-меченном 

Fab-фрагменте. В то же время эффективные величины  для Fab- и Fab-RF-

фрагмента отличаются почти вдвое и равны 212 нс и 111 нс, соответственно. 

Величина 21 нс соответствует жесткой структуре и молекулярной массе (50 кДа) 
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Fab-фрагмента. В то же время, найденная эффективная величина времени 

вращательной корреляции , равная для Fab-RF-фрагмента 11 нс, должна 

соответствовать величине молекулярной массы около 25 кДа. Такая молекулярная 

масса могла бы наблюдаться при условии жесткости структуры этого фрагмента. 

Кроме того, столь резкое уменьшение молекулярной массы в данном случае не 

имеет места, так как данные малоуглового рентгеновского рассеяния и масс-

спектроскопии свидетельствуют только о незначительном изменении формы, 

размера и массы этих биополимеров. Результаты исследования этими методами 

указывают на изменения внутренней структуры и большей подвижности 

отдельных частей ревматодного Fab-фрагмента. Следовательно, можно 

предположить, что молекула Fab-RF обладает значительно большей междоменной 

подвижностью и внутриглобулярной лабильностью по сравнению с нормальным 

Fab-фрагментом. Это и обуславливает столь резкое уменьшение величины . Этот 

вывод подтверждается и другими данными. Результаты рентгеноструктурного 

анализа [187] показывают, что макромолекула Fab-RF на участках V – C1 и  

VL – CL имеет значительные изгибы. Кроме того, И.И. Протасевич и др., исследуя 

Fab- и Fab-RF-фрагменты методом дифференциальной сканирующей 

микрокалориметрии, отмечали, что эти фрагменты различаются характером 

междоменных контактов именно на указанных выше участках [195]. В пользу 

предположения о большей гибкости структуры Fab-RF-фрагмента говорит и тот 

факт, что при отделении непрореагировавшей спин-метки на колонке с 

сефадексом спин-меченый Fab-RF-фрагмент удерживался на колонке заметно 

дольше, чем спин-меченый Fab-фрагмент. Такое влияние гибкости 

макромолекулы на ее время прохождения через колонку при гель-фильтрации 

теоретически описано в [197]. 

Сравнение последовательностей аминокислотных остатков междоменных 

областей V - C1 и VL – CL обоих фрагментов также указывает на справедливость 

выдвигаемого предположения о большей гибкости Fab-RF. Известно, что 

гибкость структуры в глобулярных белках связана с нерегулярными участками 

(петлями) и обусловлена наличием в них аминокислотных остатков Pro и Gly 
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[198]. Действительно, гибкие шарнирные участки в молекулах IgG1 и IgG4 весьма 

богаты аминокислотными остатками Pro [199]. В Fab-фрагменте неревматоидного 

IgM в нерегулярном междоменном участке V – C1 (остатки 122-130) Pro 

отсутствует и имеется только один Gly, а в междоменном участке VL – CL 

(остатки 105-112) нет ни одного из указанных аминокислотных остатков [200]. 

Tакая аминокислотная последовательность определяет упомянутую выше 

жесткость неревматоидного Fab-фрагмента в целом. Напротив, соответствующие 

участки ревматоидного Fab-фрагмента (аминокислотные остатки 120-130 -цепи 

и 105-112 L-цепи), исследованные методом рентгеноструктурного анализа, имеют 

каждый по одному аминокислотному остатку Pro и Gly [201]. Эти участки 

находятся приблизительно посередине глобулы Fab-фрагмента, разделяя ее на две 

подвижные друг относительно друга половины.  

Выводы. Таким образом, анализ литературных и полученных 

экспериментальных данных подтверждает предположение о большей гибкости 

глобулярной структуры Fab-RF-фрагмента в отличие от жесткой структуры 

неревматоидного Fab при практически одинаковой молекулярной массе и 

конформации макромолекул обоих типов в растворе. Обнаруженное структурно-

динамическое свойство Fab-RF-фрагмента может пролить свет на особенности 

взаимодействия Fab-RF-областей в составе целой макромолекулы IgM с 

антигеном, т.е. с иммуноглобулином IgG собственного организма. Полученные 

результаты важны для более полного понимания процессов протекания 

аутоимунных заболеваний и для разработки новых способов их диагностики и 

лечения, особенно учитывая возможность связывания еще одного антигена 

ревматоидным Fab-фрагментом. 

 

Работа по исследованию морфологии молекул иммуноглобулинов и 

ревматоидных факторов в растворе представляет собой пример комплексного 

подхода, в котором метод малоуглового рассеяния играет ключевую роль. 
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2.3 Анализ данных малоуглового рассеяния от смесей полидисперсных 

частиц 

 

В разделе 2.1 был рассмотрен принцип расчета распределений по размерам 

рассеивающих неоднородностей в образце методом моделирования 

интенсивности малоуглового рассеяния набором формфакторов (уравнение (2.9)).  

Расчет распределений проводится при априори заданных формах частиц, 

так как одновременное определение распределений и формы представляет собой 

математически недоопределенную задачу. В некоторых случаях (если возможно 

получение образцов с узким распределением, не превышающим по полуширине 

5-10%) определение формы частиц может быть проведено с помощью выше 

рассмотренных методов. 

Малоугловое рассеяние от смеси, содержащей различные типы 

невзаимодействующих компонентов, представляет собой сумму парциальных 

интенсивностей рассеяния этими компонентами, взвешенных согласно их 

объемным долям с поправкой на межчастичную интерференцию (2.10). Если 

рассеивающие частицы (поры, или неоднородности другого типа) имеют 

определенные формы, но различаются по размерам и шириной распределения по 

размерам (полидисперсностью), то эти характеристики могут быть 

параметризованы и определены вместе с их объемными долями с помощью 

метода наименьших квадратов. Интенсивность рассеяния от k-ой компоненты 

смеси (системы частиц одинаковой формы, но разных размеров) является 

изотропной функцией, зависящей от вектора рассеяния s и может быть 

представлена в виде: 

   (2.68) ,)(),()]()([)()(
0

2


 dRsSRsiRRvRNsI kkkkkk 

где Nk(R) - функция распределения по размерам, k(R), vk(R) и ik(s,R) обозначают 

контраст, объем и нормализованную интенсивность рассеяния (квадрат форм-

фактора) частицы радиусом R (эти функции определяются формой и внутренней 

структурой частицы, при этом ik(0,R)=1). Эффекты межчастичной интерференции 
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учитывают путем введения функции структурного фактора Sk(s) который в данной 

работе рассчитывали в приближении потенциала жестких сфер Перкуса-Йовика 

[202, 203, А34]. Полный объем компоненты равен  

  dRRNRvV kkk )()(
0
 . (2.69) 

Для того, чтобы на графике распределения вклад больших частиц был заметнее, 

вместо распределения по числу частиц можно использовать распределение по 

объемам (будем называть его парциальным распределением, а 

соответствующую )  (2.68) парциальной интенсивностью): (sIk

  Dk(R)=Nk(R)vk(R). (2.70) 

Учитывая (2.69, 2.70), уравнение (2.68) можно переписать в нормированном виде 
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В дальнейшем будем предполагать, что функция распределения нормирована: 

 1)(
0


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dRRDk .  (2.72) 

Определим интенсивность рассеяния от смеси как линейную комбинацию 

парциальных интенсивностей с соответствующими объемными долями Vk: 

    (2.73) 
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где интенсивность рассеяния компонентами, соответственно 

 . (2.74) 
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Аналитическое выражение для парциальной функции объемного распределения 

Dk(R) в данной работе представлено нормированным распределением Шульца 

[204,205], описываемым двумя параметрами, средним значением R0k и дисперсией 

Rk: 
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где z=( R0k /Rk)
2-1. 

Чтобы определить функции k(R), vk(R), ik(s,R) и Sk(s), необходимо иметь 

априорное знание о форме частиц компонент. В данной работе использовали 

формфакторы [126] однородной сферы с контрастом, или плотностью 

(электронной или массовой) ρ 
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двухфазной концентрической сферы с внешним радиусом R2, плотностью 

внешней части ρ2, внутренним радиусом R1 и плотностью ядра ρ1: 
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трехосного эллипсоида с полуосями a, b, c: 
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кругового коаксиального двухфазного цилиндра длиной H, внутренним радиусом 

R1, внешним R2, и плотностями ρ1 и ρ2, соответственно: 
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J1(u) - функция Бесселя. 

В программе были предусмотрены и другие формфакторы, такие, как 

параллелепипед, составное тело из двух сфер с заданным расстоянием между 

центрами, и т.д. 

Для расчета интенсивности рассеяния автором была разработана 

библиотека программ, включающая специальные функции и процедуры 

численного интегрирования. Особое внимание было уделено точности и скорости 

расчетов. Численные эксперименты показали сильную зависимость скорости 

сходимости поиска решения от "шумов вычислений", поэтому в качестве 

процедур численного интегрирования были применены хорошо 

зарекомендовавшие себя высокоточные адаптивные алгоритмы Гаусса-Кронрода 

и Tanh-sinh квадратура [206], оптимизированные для обеспечения максимальной 

скорости вычислений. 

Для определения объемных долей и размерных параметров частиц решали 

задачу подгонки данных эксперимента полидисперсной моделью с помощью 

нелинейной минимизации функционала наименьших квадратов, аналогично 

(2.31): 
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где N число экспериментальных точек, K - число парциальных распределений 

(компонентов),  - контраст, а k )(
~
exp isI  есть сглаженная интенсивность. 

Нормировка на сглаженную экспериментальную интенсивность позволяет 

проводить поиск решения в относительных единицах интенсивности рассеяния, а 

применение совмещающего множителя ξ (2.32) обеспечивает сглаживание многих 

локальных минимумов целевой функции, делая нахождение решения задачи 

практически возможным. Данный факт был подтвержен результатами нескольких 

сотен модельных расчетов по теоретическим данным рассеяния от систем смесей 

полидисперсных однородных и полых сферических и цилиндрических частиц.  

Для назначения оптимального динамического диапазона данных рассеяния 

применяют весовую функцию W(s), соответствующую степенному 

преобразованию интенсивности рассеяния (2.80), то есть невязку можно 

рассчитывать в шкалах I(s), I1/2(s), I1/3(s) или I1/4(s) при отношении Imax/Imin = 10-50. 

Использование в качестве сглаживающей функции (при расчете W) оконной 

функции Стеклова [207] 

 ,)()(
1

)(
~ 2/

2/
expexp 






hi

hi
ii ssI

h
sI  (2.81) 

где Δs - шаг угловой шкалы и h - ширина окна сканирования, позволяет 

эффективно работать с неэквидистантной угловой сеткой, в отличие от 

родственного метода бегущей средней. Полиномиальные и частотные 

сглаживающие алгоритмы в данном случае, из-за опасности получения 

отрицательных значений )(
~
exp isI  при малых, углах применять не рекомендуется. 

Задача сглаживания - уменьшение амплитуды шумов измерений, без внесения 

существенной систематической ошибки (контролируется по величине критерия 

автокорреляции остатков Дарбина-Ватсона) и артефактов в виде отрицательной 

интенсивности. Выполнение этих критериев обеспечивается выбором ширины 

окна сглаживания h, которое обычно захватывает 5-15 экспериментальных точек, 

если шумы измерений носят случайный характер. 
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Поиск параметров распределений в программе MIXTURE проводится с 

помощью многовариантного оптимизационного программного пакета OPTIS 

[А23]. Как было отмечено, такой подход имеет значительное преимущество перед 

методом расчета, основанном на поиске гладкого контура методом 

регуляризации.  

Автором был разработан другой вариант программы (POLYMIX), в которой 

применен метод минимизации NL2SOL (см. Раздел 2.2.2). Применение этого 

алгоритма позволило сократить число вычислений целевой функции в 5-10 раз. 

Применение высококачественных алгоритмов численного интегрирования в 

расчетах интенсивности рассеяния от формы частиц позволило в несколько раз 

повысить точность аппроксимации данных рассеяния.  

Была проведена еще одна существенная модификация программы, которая 

позволила повысить устойчивость расчетов распределений с большой дисперсией 

размеров частиц. Эта модификация состоит в том, что расчет невязки (2.73) 

проводят на неэквидистантной угловой сетке. В случае эквидистантной сетки, в 

процессе поиска решения, возможно совпадение периода осцилляций модельных 

кривых рассеяния от частиц с периодом сетки и, как следствие, резкое 

уменьшение численного значения градиента целевой функции, приводящее к 

необоснованно большой величине шага по параметрам модели. Это приводит к 

нарушению хода поиска и большой зависимости решения от стартовых значений 

параметров модели. Практика показала, что хорошие результаты дает сетка с 

шагом, увеличивающимся по закону геометрической прогрессии. Дополнительное 

преимущество данного подхода состоит в том, что нет необходимости задавать 

частую угловую сетку на больших углах рассеяния, в области, где основной вклад 

в рассеяние дают малые частицы и ширина шенноновского канала NS (2.28) 

намного больше, чем в малых углах. В программе POLYMIX реализовано 

определение ширины шенноновского канала по радиусам инерции Rg (в 

предположении сферических частиц, которое, как показала практика, дает 

удовлетворительные результаты и в случае анизометричных тел), рассчитанным 

по касательным к кривой рассеяния в координатах ln(I) от s2 в начальном участке 
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и в области максимальных углов. Величины шагов назначают как 
gR3


, где 

коэффициент 3 выбран на основании анализа результатов моделирования. 

По найденным величинам шагов программа автоматически рассчитывает 

угловую сетку с увеличивающимся в геометрической прогрессии угловым 

интервалом. Расчет невязки на такой сетке обладает еще одним преимуществом, 

так как позволяет лучше подогнать моделью начальный участок интенсивности 

рассеяния, в котором располагается значительное количество точек, что улучшает 

качество аппроксимации.  

Для проверки работы программ поиска распределений были разработаны 

программы расчета интенсивности рассеяния от полидисперсных систем 

однородных и полых сферических, эллиптических и цилиндрических частиц, по 

аналитическим выражениям (2.73 - 2.79) при заданных формфакторах, параметрах 

и относительных долях распределений. Для перекрестной проверки реализации 

расчетных формул и подбора оптимальных параметров алгоритмов были также 

разработаны программы генерации смесей полидисперсных частиц методом 

шариковых моделей с заданными распределениями по размерам. Расчет 

формфакторов проводится в этом случае по формулам (2.60, 2.61), аналогично 

тому, как это реализовано в программе DAMMIN. По результатам около 0 

экспериментов были выбраны оптимальные для большинства практических 

случаев значения параметров алгоритмов поиска и правила установки стартовых 

значений параметров моделей. Для большинства полидисперсных систем 

рекомендуется использовать от 2 или 3 компоненты, в общем случае сферических 

частиц, если априорная оценка возможной анизометрии рассеивающих 

неоднородностей (отношение максимального размера формы неоднородности или 

частицы к минимальному) не превышает 2-3. В результате поиска по сферическим 

формфакторам мы получаем оценку распределения по радиусам эквивалентных 

по объему сфер, которая, как правило, адекватно передает действительное 

распределение. Цифры точности в общем случае указать трудно, но 

относительная ошибка в оценках параметров распределений для модельных 
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систем с анизометрией до 3:1 редко превышала 20%. На практике, точность 

необходимо исследовать путем моделирования ожидаемых параметров и 

сравнения вариантов решений. В качестве критериев сравнения можно 

использовать коэффициент корреляции контуров распределений и другие 

критерии, рассмотренные в первой части диссертационной работы. 

Моделирование показало, что число обусловленности задачи поиска 

распределений довольно велико, более 104 - 105 при 2-х компонентах и 105 - 107 

при K = 3. Это приводит к возможной сильной зависимости результата от 

стартового приближения. Чтобы повысить надежность ответа необходимо, как и в 

случаях задач рассмотренных ранее, проводить "мультистарт": получать набор 

решений, не менее 10, при различных стартовых значениях параметров, варьируя 

их случайным образом с дисперсией 30-50% относительно приближения, 

найденного автоматически из оценок максимального и минимального радиусов 

инерции (уравнение (2.4)) рассеивающих неоднородностей, рассматриваемых как 

"частицы". Конечно, эти оценки являются приближенными, их точность в случае 

систем с экспоненциальным или фрактальными распределениями может быть 

хуже 50%, что и определяет величину вариации стартовых параметров в 

численных экспериментах. Особенно велика ошибка в оценке радиуса инерции 

малых частиц, так как график Гинье проводят в области максимальных углов 

рассеяния, в которых определяющий вклад может вносить фон атомного и 

межмолекулярного рассеяния. Поэтому компоненту с малым средним радиусом 

распределения вводят именно для учета такого фона без специальной 

структурной интерпретации результата.  

На Рисунке 2.67 показаны примеры анализа данных рассеяния от образца 

битума. Рассеяние в данной системе обусловлено в основном наличием кластеров 

непредельных соединений, которые расположены довольно близко друг от друга, 

о чем говорит широкий интерференционный пик в области 2.5 нм-1. Поэтому при 

расчетах вводили структурные факторы для двух компонент (использовали 3 

системы сферических частиц, 3-я система описывала фон рассеяния от малых 

образований с размерами менее 1 нм) в приближении Перкуса-Йовика, параметры 
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которых также были предметом поиска. Комментарии даны в подписи под 

рисунком. Из рисунка видно преимущество предложенного подхода с расчетом 

невязки на неэквидистантной угловой сетке. χ2 для эквидистантной сетки был 

19.0, для неэквидистантной 3.0. Отличие его от 1.0 связано с осциллирующим 

поведением функции структурного фактора, которое свойственно аппроксимации 

Перкуса-Йовика. К сожалению, более общие выражения для функций 

межчастичной интерференции в  до настоящего времени получить не удалось.  

 

Рисунок 2.67 - Сравнение распределений по размерам кластеров непредельных 
органических соединений, рассчитанных по данным малоуглового рассеяния от 
образца природного битума из месторождения г. Грозного. Слева показаны 
экспериментальные (точки) и модельные (сплошные линии) интенсивности 

рассеяния на угловых сетках, использованных при расчете невязки: 
а) - эквидистантная, в) - предложенная в работе неэквидистантная. 

Справа - показаны по два решения, полученные при разных стартовых 
аппроксимациях (наборы стартовых значений одинаковы для б) и г)). Модельные 

кривые рассеяния от двух показанных решений на графиках неразличимы, 
несмотря на различия распределений. Осцилляции на кривых рассеяния в области 

средних углов связаны с поведением структурного фактора, рассчитанного в 
приближении Перкуса-Йовика для потенциала жестких сфер. 
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Программы поиска распределений MIXTURE и POLYMIX интенсивно 

использовали в исследованиях образцов различной природы: 

самоорганизующихся полимеров [А38,А41,А43,А50,А57,А62], биоцеллюлозы 

[А42,А53], металлорганических комплексов [А33,А51], мицеллярных частиц 

[А40], в исследованиях композитных материалов, содержащих металлические и 

другие неорганические наночастицы [А24,А25,А32,А37,А45–А49,А52,А54–А56,], 

неорганических пленочных систем [А60]. 
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2.3.1 Применение метода моделирования распределений: анализ 

микроэмульсий 

 

Методом малоуглового рентгеновского рассеяния (МУР) исследовaна 

микроструктура тpехкомпонентных микpоэмульсий видa водa/поверхностно-

активное вещество ди-2-этил-гексил-сульфосукцинат натрия (АОТ)/изооктaн пpи 

paзличных температурах (15-60оС), концентpaциях воды (2-20 объемных %), с 

paзным моляpным отношением водa/AОТ (25-45). Для анализа данных МУР был 

разработан общий подход моделирования экспериментальной интенсивности в 

виде суммы вкладов от рассеяния на полидисперсных системах частиц, имеющих 

простую геометрическую форму с учетом эффектов межчастичной 

интерференции. Для paсчетa интенсивностей paссеяния былa выбpaнa тpехфaзнaя 

модель, состоящая из полидиспеpсных цилиндрических и двух типов 

сфеpических частиц. Обнаружено, что в диaпaзоне темпеpaтуp 30-40С 

пpоисходит значительное увеличение доли цилиндpических частиц. Пpоведенное 

моделиpовaние дaло возможность опpеделить хapaктеpные paзмеpы, фоpму и 

полидиспеpсность чaстиц в исследуемых системaх, что важно при исследовании 

особенностей фaзовых пеpеходов в тpехкомпонентных микpоэмульсиях видa 

водa/AОТ/изооктaн. 

Микpоэмульсии являются вaжными пpедстaвителями сaмооpгaнизующихся 

систем. Они пpедстaвляют собой смесь тpех компонент: поляpной и неполяpной 

жидких фaз (обычно это водa и углеводород) и повеpхностно-aктивного веществa. 

Микpоэмульсионнaя фaзa является изотpопной и теpмодинaмически устойчивой 

пpи комнaтной темпеpaтуpе. В этой фaзе молекулы воды объединяются в 

сфеpические кaпли, окpуженные мономолекуляpным слоем поверхностно-

активного вещества. В данной работе в качестве поверхностно-активного 

вещества использовался ди-2-этил-гексил-сульфосукцинат натрия (АОТ). 

Молекулa AОТ состоит из гидрофильной сульфaтной гpуппы и двух неполяpных 

углеводородных хвостов. Площадь, занимаемая молекулой АОТ в слое на 

поверхности капли равна приблизительно 0,55 нм2. Paзмеp одной кaпли зависит 
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от моляpного отношения воды к AОТ - W0. Для типичного знaчения W0=25 однa 

микpоэмульсионнaя кaпля пpедстaвляет собой сфеpу paдиусa 4,2 нм, содеpжaщую 

пpиблизительно 10000 молекул воды и покpытую 400 молекулaми АОТ.  

Модель поперечного сечения капли, использованная в работе, показана на 

Рисунке 2.68.  

 
 

Pисунок 2.68 - Попеpечное сечение модели микpоэмульсионной кaпли (а), 
пpофиль электpонной плотности (r) (контраст в e/A3)(б) и межчaстичный 
потенциaл жестких сфеp с повеpхностной aдгезией (в). Заштрихован участок 
притяжения потенциала. dh - размер головной части молекулы АОТ, Rhs-радиус 

жесткой сферы, R0-размер микроэмульсионной капли. 
 

Кaпли не являются идентичными, их полидиспеpсность по paзмеpу равна 

примерно 20%. Полидиспеpсность является pезультaтом тонкого бaлaнсa 

пpотивоположных вклaдов в свободную энеpгию от тaких величин, кaк энеpгия 

двойного зapяженного слоя, повеpхностное нaтяжение и энтpопия системы. 

Отличительным свойством микpоэмульсий АОТ является возможность изменения 

в большом диaпaзоне концентpaций водяных кaпель без существенных изменений 

их сpеднего paзмеpa и полидиспеpсности.  
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В дaнной paботе пpедстaвлены pезультaты aнaлизa дaнных мaлоуглового 

pентгеновского paссеяния микpоэмульсией в шиpоком диaпaзоне темпеpaтуp (от 

15 до 60 С), объемных концентpaций воды (от 2 до 20%) и моляpном отношении 

W0=25-45, полученные с помощью paзpaботaнного нaми общего методa paсчетa 

кpивых интенсивности от многокомпонентной системы с учетом эффектa 

межчaстичной интеpфеpенции. 

Pезультaты подгонки экспеpиментaльных дaнных двухкомпонентной 

моделью для микpоэмульсии с моляpным отношением водa/AОТ 25 и 45 пpи 

концентpaции воды 2% покaзaны штpиховой линии нa Рисунке 2.69. Кaк видно из 

pисунка, с помощью 2х-компонентной модели не удaется добиться полного 

соглaсия между экспеpиментaльными и модельными интенсивностями особенно 

при больших значениях s. Введение в модель третьей фазы - сферических 

агрегатов из молекул АОТ с размерами от 1,0 до 1,5 нм позволило получить 

значительно лучшее согласие между экспериментальными и теоретическими 

интенсивностями. Тaким обpaзом, к набору вapьиpуемых пapaметpов добaвились 

объемнaя доля мaлых сфеp Vмсф, сpедний paдиус Rмсф и полидиспеpсность dRмсф 

сфеpических aгpегaтов АОТ. 

Использовaние дополнительной компоненты позволило знaчительно 

улучшить согласие между экспеpиментaльными кpивыми и модельными кривыми 

рассеяния, что видно из pисунков, где сплошными линиями покaзaны 

paссчитaнные с помощью тpехкомпонентной модели интенсивности paссеяния. 

Pезультaты подгонки тpехкомпонентной моделью приведены в Тaблице 2.6. Кaк 

видно из тaблицы, в исследуемых микpоэмульсионных системaх между 30 и 40 С 

пpоисходит стpуктуpный пеpеход с обpaзовaнием цилиндpических мицелл, 

пpичем если для микpоэмульсии с моляpным отношением W0=25 образование 

цилиндpической фaзы сопровождается уменьшением доли мaлых сфеpических 

AОТ aгpегaтов, то для микpоэмульсии с W0=45 ее обpaзовaние сопровождается 

уменьшением доли больших микpоэмульсионных кaпель (водa+AОТ).  

Общим pезультaтом для всех сеpиий является непpеpывное постепенное 

уменьшение сpеднего paдиусa больших сфеpических кaпель (Rсф) и сpеднего 
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paдиусa цилиндpических мицелл (Rцил), в то вpемя кaк отношение Rсф/Rцил0,70,8 

остaется пpaктически неизменным. Полидиспеpсность больших сфеpических 

кaпель состaвляет пpиблизительно 20% и слaбо меняется пpи повышении 

темпеpaтуpы. Степень полидиспеpсности цилиндpических мицелл увеличивaется 

пpи темпеpaтуpaх 40-45 С, кaк следует из тaблицы 1.  

Если пpи небольших концентpaциях воды (для 2 и 5 объемных %) 

межчaстичнaя интеpфеpенция слабо влияет на форму кривой рассеяния, то для 

больших концентpaций (15-20%) ее учет окaзывaется существенным. Нa Рисунке 

2.70 штpиховыми линиями покaзaны кpивые интенсивности для микpоэмульсии с 

концентpaцией воды 20%, paссчитaнные без учетa межчaстичного 

взaимодействия. Видно, что пpи низких темпеpaтуpaх экспеpиментaльные кpивые 

сильно отличaются от модельных, особенно пpи низких темпеpaтуpaх. Для 

описaния взaимодействия между микpоэмульсионными кaплями нaми был взят 

потенциaл жестких сфеp с повеpхностной aдгезией, впеpвые пpедложенный в 

[202]. Дaнный потенциaл описывaется двумя пapaметpaми: paдиусом жесткой 

сфеpы (Rhs), опpеделяющим оттaлкивaющую чaсть потенциaлa и пapaметpом 

повеpхностной aдгезии, ответственным зa коpоткодействующее пpитягивaние. 

Вид потенциaлa покaзaн нa Рисунке 2.68. Paдиус жесткой сфеpы Rhs пpевышaет 

сpедний эффективный paдиус R0 микpоэмульсионной кaпли из-зa длинных 

углеводородных хвостов (0,8 нм) молекул АОТ.  

После учетa межчaстичного взaимодействия нaм удaлось добиться 

хоpошего соглaсия экспеpиментaльных дaнных с модельными во всем диaпaзоне 

темпеpaтуp. Кpивые интенсивности, paссчитaнные с учетом межчaстичного 

взaимодействия, покaзaны нa Рисунках 2.69 и 2.70 сплошными линиями. 

Пapaметp aдгезии для W0=25 системы увеличивaется с повышением темпеpaтуpы, 

тогдa кaк для W0=45 системы пapaметp aдгезии пpенебpежимо мaл во всем 

диaпaзоне темпеpaтуp (Тaблицa 2.6). 
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Pисунок 2.69 – Экспеpиментaльные интенсивности (светлые кpужочки) 

мaлоуглового paссеяния микpоэмульсии AОТ/водa/изооктaн с концентpaцией 
воды 2%. Рисунок слева: диaпaзон темпеpaтуp 15-55 С, W0=25. Рисунок справа: 

диaпaзон 20-40 С, W0=45. Интенсивности paссчитaнные в paмкaх 2х-
компонентной модели покaзaны штpиховыми линиями, a в paмкaх 3х-

компонентной модели - сплошными линиями. 
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Pисунок 2.70. Экспеpиментaльные интенсивности (светлые кpужочки) 
мaлоуглового paссеяния микpоэмульсии AОТ/водa/изооктaн с концентpaцией 

воды 20%. Рисунок слева: диaпaзон темпеpaтуp 15-55 С, W0=25. Рисунок справа: 
диaпaзон 20-40 С, W0=45. Интенсивности paссчитaнные в paмкaх 3х-

компонентной модели без учетa интеpфеpенции покaзaны штpиховыми линиями, 
a с учетом эффектa межчaстичной интеpфеpенции - сплошными линиями. 

 

 

Таким образом, в дaнной paботе исследовaлись тpехкомпонентные водa-

AОТ-изооктaн микpоэмульсии с помощью мaлоуглового pентгеновского 

paссеяния в шиpоком диaпaзоне темпеpaтуp (15-55 С), концентpaции воды (2-

20%) и моляpного отношения водa/AОТ (W0=25-45). Было нaйдено, что между 30 

и 40 С в исследуемой системе пpоисходит стpуктуpный пеpеход от сфеpических 

микpоэмульсионных кaпель к нитевидным цилиндpическим мицеллaм. С 

помощью 3х-компонентной модели, учитывaющей эффект межчaстичной 

интеpфеpенции, удaлось aдеквaтно описaть экспеpиментaльные нaбоpы дaнных, 

снятые пpи paзличных условиях, и количественно охapaктеpизовaть поведение 
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основных пapaметpов системы пpи стpуктуpном пеpеходе. Нaши pезультaты 

хоpошо соглaсуются с пpедыдущими исследовaниями мaлоуглового 

pентгеновского и нейтpонного paссеяния, a тaкже с измеpениями пpоводимости, 

диэлектpической пpоницaемости, вязкости и флуоpесценции. Найденные 

структурные параметры частиц даны в Таблицах 2.6 (а-г). В этих таблицах P 

означает объемную долю компоненты. 

Таблицa 2.6а. AOT/H2O/изооктaн W0=25, w=2% 

T,C Pсф Pцил Pмсф Rсф, нм dRсф, нм Rцил, нм dRцил, нм 
15 0,68 0,07 0,25 4,2 0,8 3,1 0,10 
20 0,79 0,07 0,14 4,1 0,9 3,2 0,10 
30 0,70 0,09 0,21 4,0 0,9 3,1 0,10 
37,5 0,84 0,11 0,05 3,9 0,9 3,0 0,10 
45 0,79 0,21 0,00 3,8 0,8 2,5 0,10 
55 0,77 0,23 0,00 3,6 0,9 2,4 0,10 

 

Тaблицa 2.6б AOT/H2O/изооктaн W0=45, w=2% 
T,C Pсф Pцил Pмсф Rсф, нм dRсф, нм Rцил, нм dRцил, нм 
20 0,73 0,05 0,22 6,9 1,5 6,1 0,1 
30 0,52 0,14 0,34 6,3 1,4 5,2 0,7 
35 0,52 0,32 0,16 6,4 1,7 5,1 0,9 
40 0,22 0,48 0,30 5,7 1,6 5,0 1,0 
 

Тaблицa 2.6в AOT/H2O/изооктaн W0=25, w=20% 
T,C Pсф Pцил Pмсф Rсф, нм dRсф, нм Rцил, нм dRцил, нм  
15 0,85 0,02 0,13 4,2 0,8 2,8 0,1 2,76 
20 0,84 0,04 0,12 4,1 0,8 2,8 0,1 0,99 
30 0,92 0,05 0,03 4,1 0,9 3,1 0,1 0,41 
37,5 0,81 0,12 0,07 4,0 1,0 2,9 0,1 0,84 
45 0,84 0,16 0,00 3,9 1,1 2,8 0,1 0,46 
55 0,61 0,39 0,00 3,7 0,8 2,3 0,4 0,17 

 

Тaблицa 2.6г AOT/H2O/изооктaн W0=45, w=20% 
T,C Pсф Pцил Pмсф Rсф, нм dRсф, нм Rцил, нм dRцил, нм  
20 0,82 0,03 0,15 7,0 1,6 5,8 0,1 100 
30 0,72 0,18 0,10 6,6 1,6 4,8 0,6 100 
35 0,60 0,27 0,13 6,5 1,7 4,6 0,7 100 
40 0,42 0,42 0,16 6,0 1,5 4,4 0,9 100 

 

В заключение можно показать сравнение результатов расчета 

распределения для кривой рассеяния Рисунка 2.70б, 35о  с помощью программы 

косвенного преобразования Фурье с регуляризацией GNOM [169] и программы 
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моделирования распределениями Шульца MIXTURE. Рисунок 2.71а 

демонстрирует достаточно хорошее соответствие результатов расчетов, если в 

программе MIXTURE вводить двухкомпонентную модель. Осцилляции на 

распределении, полученном с помощью программы GNOM связаны с эффектами 

обрыва при фурье-преобразовании, от которых избавиться на практике 

невозможно. Распределение, найденное программой MIXTURE представляет 

собой "сглаженное" распределение GNOM, что показывает эффективность 

подхода с использованием суперпозиции аналитических распределений. Однако, 

трехкомпонентная модель, как было сказано выше, показывает лучшее согласие с 

экспериментальными данными и типичный вид получаемых распределений 

приведен на Рисунке 2.71б. Неустойчивость решения может быть 

продемонстрирована путем расчета при разных весовых функциях, используемых 

при вычислении невязки в (2.80). Из Рисунка 2.71б видно, что если средний 

радиус компонент остается достаточно стабильным, вариациям подвергается 

величина дисперсии их распределений.  

 

 

 

Рисунок 2.71 –  Результаты расчета объемного распределения по радиусам 
компонентов. а): Синяя кривая – расчет методом косвенного преобразования 
Фурье (программа GNOM [169]), красная кривая – программа MIXTURE. 

б): Сравнение решений программы MIXTURE при двух способах расчета невязки: 
синяя кривая – вес с p = 1/2, красная кривая – p = 1 (формула 2.80). 



 295

В заключение раздела можно привести выводы, аналогичные сделанным в 

конце раздела 1, а именно – при решении плохо обусловленных обратных задач, 

часто в условиях неопределенности, для оценивания надежности и стабильности 

решения необходимо проводить дополнительные численные эксперименты с 

варьирование не только входных данных, но и параметров алгоритмов поиска 

решения. 
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Выводы 

 

1. Разработаны алгоритмы и программы решения обратных задач анализа 

наборов аддитивных неотрицательных спектров смесей, основанные на 

сингулярном разложении матрицы данных. Разработанные алгоритмы включают 

оценку числа независимых компонентов в смесях, определение контуров 

индивидуальных спектров и способы исследования устойчивости решений. 

Показана возможность анализа систем с числом априори неизвестных 

компонентов более 3-4, в зависимости от качества экспериментальных данных. 

Разработанные подходы реализованы в виде компьютерных программ и 

применены для анализа ИК спектров смесей органических соединений, 

колебательных спектров жидкой воды, анализа серий измерений интенсивности 

малоуглового рентгеновского рассеяния.  

2. Разработанные способы разложения аддитивных спектров впервые 

применены, в частности, для анализа и коррекции данных малоуглового 

нейтронного рассеяния с вариацией контраста, по которым были определены 

структурные модели селективно дейтерированных частиц рибосомы 70S E-Coli и 

30S Thermus Thermophilus.  

3. С помощью модельных расчетов проведен анализ единственности и 

устойчивости решения задач поиска формы частиц в монодисперсных системах 

по данным малоуглового рентгеновского рассеяния. Определены параметры 

анизометрии простых геометрических форм, являющиеся пограничными для 

устойчивых решений.  

5. Программа поиска шариковых моделей частиц по данным малоуглового 

рассеяния модифицирована способами автоматического определения 

оптимальных значений параметров и режимов алгоритма поиска, что позволило 

уменьшить время расчетов в 3-5 раз и уменьшить разброс решений. С помощью 

разработанного программного обеспечения по данным малоуглового рассеяния от 

раствора определены формы молекул иммуноглобулина М и ревматоидного 

фактора человека. Показано, что различие между макромолекулами состоит в 
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меньшей заселенности периферийных участков молекул ревматоидных факторов. 

Выдвинута гипотеза о вероятной большей гибкости периферийных фрагментов 

ревматоидного фактора, что независимо подтверждено другими методами 

исследований.  

6. Разработана модифицированная схема поиска размерных распределений 

частиц по данным малоуглового рассеяния с повышенной устойчивостью 

решений. Повышение устойчивости достигнуто путем расчета невязки между 

экспериментальными и модельными интенсивностями рассеяния на 

неравномерной угловой сетке с определением шага сетки из оценок 

максимального и минимального радиусов инерции частиц в системе. Проведен 

анализ ряда систем с наночастицами – металлических катализаторов на 

органических и углеродных носителях, органико-неорганических композитов, 

полимерных систем. 
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Приложение 

Программное обеспечение для решения задач анализа смесей и данных 

малоуглового рассеяния 

 

П.1 Базовый диалоговый пакет оптимизации 

Основные идеи, реализованные в программе OPTIS:  

1) Модульность: в программе реализован набор известных алгоритмов, 

которые максимально эффективны в своем классе и обеспечена легкость 

добавления новых алгоритмов. Из методов нулевого порядка: координатный 

спуск, метод деформируемого многогранника Нелдера-Мида, метод Монте-

Карло, методы моделирования отжига для схемы Монте-Карло и деформируемого 

многогранника. Из градиентных методов: методы сопряженных градиентов (2 

схемы), методы переменной метрики (3 схемы), в том числе с простыми 

ограничениями на переменные, метод решения задач нелинейных квадратов на 

основе модифицированной схемы Левенберга-Маркардта, усиленной 

применением схемы уточнения матрицы вторых производных по алгоритму 

переменной метрики с учетом простых ограничений на переменные. 

2) Возможность смены схемы минимизации в процессе поиска решения. 

3) Диалоговый режим. При этом диалог по выбору оператора может 

переключаться в пассивный или активный режим. Пассивный режим означает, 

что программа ведет оператора, задавая вопросы, требующие обязательного 

ответа, при активном режиме оператор отдает команды программе, которая 

пытается их выполнить, а в случае невозможности выполнения временно 

переходит в пассивный режим, до тех пор, пока требуемое действие не станет 

выполненным. Этот режим обеспечивает максимальную эффективность диалога 

при исследовании сложных для минимизации функций. 

4) Определение точности вычисления функции. Правильная оценка 

точности критична для градиентных методов минимизации. 

5) Автоматическое определение параметров методов минимизации: 
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величин оптимальных начальных шагов по переменным, величин конечных 

разностей для расчета градиентов и вторых производных, критериев окончания 

поиска. Все параметры оцениваются, исходя из найденной точности вычисления 

функции для текущих значений аргументов. 

6) Возможность исследования качества полученного решения путем 

построения сечений (одномерных "проколов") целевой функции в окрестности 

текущей точки по координатным осям или вдоль заданного направления. 

 

П.2 Пакет для анализа наборов аддитивных спектров смесей 

Пакет программ основан на диалоговой программе минимизации 

нелинейных функций OPTIS. 

1) Реализована оценка числа компонентов путем расчета сингулярных 

чисел матрицы спектроскопических данных и статистического анализа 

последовательности элементов левых сингулярных векторов. 

2) Поиск спектров компонентов с заданием числа компонентов, 

размерности пространства решений, относительных весов для максимальной 

гладкости индивидуальных спектров, их различия, неотрицательности. 

3) Диалоговый режим. 

4) Вывод графической информации для принятия оператором решений о 

выборе метода поиска решения, определения числа компонентов и оценки 

качества решения. 

5) Предложена схема определения случайной составляющей ошибок 

измерений методом Фурье-сглаживания с анализом спектра и статистических 

тестов на случайность и независимость остатков. Это позволяет подгонять модели 

по критерию хи-квадрат и проводить анализ приборных ошибок, разделяя вклады 

систематических и случайных ошибок. (Обычно доля случайной составляющей 

априори неизвестна, так как складывается из нескольких причин). 

 

П.3 Пакет для поиска оболочечной модели частицы по данным 

рассеяния 
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Основан на решении задачи наименьших квадратов со штрафными 

членами, отражающими требования неотрицательности функции формы и 

степень допустимой "негладкости" оболочки частицы. 

Вклад автора: применение эффективного метода минимизации для плохо 

обусловленной задачи: алгоритма Левенберга-Маркардта, усиленного 

применением схемы переменной метрики с учетом простых ограничений на 

переменные и схемы вычисления конечно-разностных приращений из оценок 

ошибок вычисления функции. 

 

П.4 Пакет анализа данных малоуглового рассеяния от 

многокомпонентной структуры 

Программа MONSTER для поиска оболочечной модели 

многокомпонентной частицы по данным нейтронного рассеяния с вариацией 

контраста.  

Вклад автора: метод коррекции экспериментальных данных на основе 

анализа числа компонентов в наборе кривых малоуглового рассеяния по левым 

сингулярным векторам матрицы данных. Данные корректируются путем поиска 

множителей и аддитивных констант для каждой экспериментальной кривой до 

достижения требуемого для теоретической модели числа базисных функций, 

определяющих весь экспериментальный набор данных. 

 

3.5 Пакет для моделирования состава полидисперсных смесей частиц 

по данным малоуглового рассеяния 

1) Две программы для поиска распределений частиц по размерам при 

известных формфакторах.  

Программа MIXTURE на пакете OPTIS и предназначена для исследования 

поведения целевой функции в процессе поиска решения с целью получения 

решения, соответствующего глобальному минимуму. Программа POLYMIX 

имеет то же ядро целевой функции, но работает в автоматическом режиме по 

алгоритму Левенберга-Маркардта, усиленного применением схемы переменной 
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метрики с учетом простых ограничений на переменные и предназначена для 

рутинных вычислений. 

3.6. Вспомогательные алгоритмы 

Оценка машинных констант 

Оценка ошибок вычислений 

Новый метод сглаживания зашумленных данных с двойной 

регуляризацией и коррекцией на основе статистического анализа остатков. 
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	Рисунок 2.46  Среднестатистическая модель белковой фазы рибосомы, полученная путем объединения 24 независимых решений (a,b) и ее сравнение с известной кристаллической структурой (c,d).

